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àltbg opere delio stesso autore 


Riassunto delle Usioni date alla scuola di ponti e strade sullo stabili- 
mento delle eostrusioni e delle macdiinCf di iVamer. Parie i*, versione ita- 
liana con note ed aggiunte c con UQ*appendtce sui ponti sospesi di C. d'Ao- 


drea. t'n voi. in B.* grande , 1836 D. S» 40 

Supplemento alle note ed aggiunte suddette , 1B46 » 0, 20 

7ra(ln(o elementare di Algebra. Un grosso voi. in 8.* > 1840 . . . . • 3» 60 


opera ronliene quanto di più importanlo si è scritto aoir analisi algebrica. Le cose 
che principalmentr meritano di esser notate, molte delle quali non si irorano negli altri 
libri elementari di algebra, sono: 1* molti teoremi sui numeri, e la teorica de’ resti; t* 
ta teorica e il calcolo delle espressioni Immaginarie; 3* Io sviluppo delle funsloiii la serie 
con moltissime applicasioni, e con la dinioslraxiofie cho la serie espooeniiale e quella del 
binomio sussistono anche per l’esponente immaginario; 4* i teoremi più importanti che 
riguardano la risoluxione numerica delle equationi.ei metodi più spedili per calcolarne lo 
radici ; 5* la risoluxione delle equivalense binomio, di quelle del secondo, terso e quarto 
grado, e di quelle il cui modulo non è numero primo ; 6* l’analisi indeterDìnala di grado 
supt^riore ; 7* La risoluzione per serie delle equazioni ; 8* la risoluzione delle eouasloni bi- 
nomie col metodo di Gauss; 9* la risoluzione generale delle equazioni, dove si paragona- 
no i diversi melodi all'uopo escogitali, e si dimostra in una maniera bròve e s«npÌioe che 
U rtsolMSMUM generale dette equasioni Hi grado superiore al quarto i impossibile; 10* uu 
trattato sulle serie, e la teorica di Eulero riguardante i prodotti composti di un numero 
lìnlto o infinto di fattori , con molle applicazioni. 

Rrvlusione per Copertura della cattedra di Heccaniea applicata nel 


Beai Collegio Imitare , in 8*, IBIS ■ 0, lO 

ruferAtzmo dt Anìmefirn , 2* edizione, in 8.*, 1815 «0,20 


Vanesi' operetta contiene in poche pagine tutte le teoriche dell’ Arilnelica , esposte con 
ragionamenti facili e proporzionali all' iitlclltgena de* giovanelli di tenera età. fusa deve 
esser sosliliiita alla cosi delta .4rùme/tca pratica, di cui gli eiTeltì sono sempre perniciosi 
e contrarli allo sviluppo dell’ intelligenza, 

Trattato elementare di Aritmetica , 2* edizinoe , accresciuU deir.Arilme- 
lira fiioso/tea c di altri articoli, t'n %o|. in 8”, 1845 « 0, 60 

V Aritmetica filosofica ai vende separatamente • 0, 10 

£'/efncnft di Aritmetica, estraili dal Trattato per uso delle Scuole, in 
8*, 1815 0, 40 


SOTTO I TORCHI 

Rlrmentt di .ìieratnira applicata alle coslnizioni ed (tllepnarrhine , vu- 
iumi due in 8" grande 

( Si e pubblicato il primo quaderno ) 
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PREAMBOLO 
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Allorché , pochi anni or sono , misi a slampa il TraikUo 
elementare m Algebra , ebbi principalmente in veduta di 
pubblicare un libro che al doppio ufficio adempire, di servire 
cioè all’ istruzione elementare, e di offrire in picciol volume 
quemto di più importante erasi in questa scienza fino a dì 
nostri scoperto. E quest’ultimo oggetto mi parve di tale e tanta 
utilità pe’ giovani , che avendo forse a questo più che a quello 
mirato, la materia prese tale estensione da non serbar più 
una ragionevole proporzione con la parte che all’ istruzione 
comune è riserbata, sicché coloro che ebbero la compiacenza 
di servirsi di quell’ opera per testo delle loro lezioni , ebbero 
anche la beni^ità di farmi notare, che una soverchia eslen* 
sione, comecfaè pregevole sotto tanti riguardi, offriva due 
inconvenienti: l’uno era che suol produrre scoraggiamento 
ne' giovanetti , i quali essendo nel bel principio decloro studi 
non hanno ancora acquistata confidenza e familiarità coi libri 
mollo voluminosi; e l’ altro, di trovarsi sovente, a cagione 
del maggior prezzo, in dispiacevole opposizione con le fortune 
di coloro che cercano nello studio l’elemento della loro fu* 
tura sussistenza. 

Mosso da tali osservazioni mi sono indotto a pubblicare 
questi elementi , i quali , comprendendo in picciol volume 
tanta copia di dottrine ^ quanta suol darsene comunemente 
nelle scuole e ancora di più, formano un’opera che soddisfar 
può meglio al bisogno universale. 

Mi è d’uopo però far notare, che un tal libro non é asso- 
lutamente un estratto dell’opera grande, siccome potrebbe a 
prima vista giudicarsi ; imperocché molle teoriche hanno ri- 


cevuto considerevoli modificazioni. 


VI 


' E dirò che l’algoritino principalmente ò stato di gran lunga 
migliorato. Partendo dalle idee che fornisce l’ Aritmetica, si 
è mostrato con rigore, come le regole del calcolo, che si 
ritengono per vere quando le lettere rappresentano numeri, 
si estendono alle quantità di qualunque natura. 1 principii 


che r Aritmetica fornisce sono il punto di partenza dell’ ÀI- 
gebra, e costituiscono gli anelli ai passaggio fra queste due 
> parti della scienza delle quantità. E mi sembra di tanta im> 
portanza che si acquistino idee nette e precise della natura 
della scrittura algebrica , e che si senta la necessità di di- 
mostrar le regole del calcolo , in quanto che l’ induzione non 
ha in questo caso nessun principio su cui poggiarsi , e man- 
(‘herebbe di ogni fondamento. 

L’articolo che riguarda il calcolo delle espressioni imma- 
ginarie si è anche ritoccato ; e si c procurato di determinare 
con precisione il senso e il significato de’ segni , allorché sono 
applicati a simboli immaginari. 

La teorica de’ logaritmi ò stata disposta in miglior ordine; 
e di molto accresciuta; specialmente nella parte che concerne 
il calcolo numerico. La medesima c preceduta da vari teo- 
remi sulle quantità esponenziali. 

Si ò anche aggiunto un articolo sui limiti delle quantità 
e sulle quantità infinite e infinitesime , perciò che , oltre al- 
r aversene bisogno nell’ interpetrare i problemi che danno per 
r incognita valori di questa specie , ò troppo utile che nella 
mente de’ giovani comincino di buon’ora e per gradi a in- 
ti'odursi alcune idee sulle quali poggiar debbono in seguilo 
le parti più sublimi della scienza. Niente si acquista per salti, 
e la natura in tutti i fenomeni si riproduce con le medesime 

leggi- 

Folraniio esservi forse alcuni che sull’ autorità o sull’esem- 


pio di altri libri avrebbero desiderato di trattar delle equa- 
zioni fin dal principio , o almeno avrebbero stimato condu- 
cente d’ interromper co’ problemi la noja che suol cagionare 
la lunga esposizione delle regole del l’algoritmo. Senza entrare 
nell’ esame di ciò che gli altri hanno latto , perche ogni cosa 
può avere il suo lato favorevole , osservo che il trattar delle 
equazioni prima che le regole del calcolo sieno stabilite ed 
estese a tutte le specie di quantità, non è esatto. Imperocché 
r incognita in un’equazione del primo grado può rappresentar 
quantità frazionaria e negativa , e nel secondo grado può 
essere ancora irrazionale e immaginaria. Or le operazioni 
che si fanno sopra 1’ incognita non sono legittime , se non 
dopo aver dimostralo che si eseguono con le stesse regole , 
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qualunque sia la natura delle quantità dalle lettere rappre- 
sentate. 11 fondamento di un buon libro sta nel rigore de'^ra- 
gionamenti e nella giustezza delle deduzioni. E col masche- 
rare un difetto si dà occasione di contrarre la perniciosa 
abitudine di non ragionare ; e invece di servire alla facilità, 
non si fa che aprire una sorgente di errori per l’avvenire. 

Da ultimo convien rammentarsi che in ogni scienza , c 
nell’ algebra assai più che nelle altre , non si deve aver per 
iscopo d’ imparar solamente la scienza che si studia. L’ intel- 
ligenza deve guadagnare e' ingrandirsi non colle idee che 
acquista , ma col rendersi capace di maggiori astrazioni . 
Quella specie di sensibilità che studiando si sviluppa, mercè 
la quale la mente concepisce e riceve con più facilità , e 
quella fermezza che le permette di poter reggere a medita- 
zioni più lunghe, sono per essa un acquisto più prezioso di 
quel che sieno le verità di cui si è messa in possesso. Per 
tal ragione , quantunque questi elementi formino un corso com- 
piuto ed esteso di Algebra , segue sano consiglio chi per rac- 
cogliere messe più abbondante o dare maggiore sviluppo a 
molte teoriche ricorre ad un fonte più copioso , cioè al trat- 
tato di Algebra ; imperocché le idee si ajutano e rischiarano 
a vicenda , e ogni novella cognizione acquistata toglie un in- 
gombro dall’ aspra e lunga via che dev^ esser corsa , e dà 
lena a spingersi innanzi. Il che torna a somma utilità, a 
cagione che per poggiare in cima ognun sa 

quanto è »pinoto calle, 

E quanto alpestra e dura la salita. 
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Intoraa alla presente edislene. , 


Diitioguono la presente edixione dalle precedenti le seguenti particolarità. 

1 .** Si è ritoccato I' articolo delle quantità negative per renderne più 
chiaro il concetto. 

2.” Si è aggiunta la dimostrazione delle formolo generali de’ valori 
delle incognite che soddisfano alle equazioni del primo grado , assai più 
semplice e più breve di quella riportata nel Trattato. 

5. ” Si è trasportato il binomio di Newton immediatamente dopo le 
equazioni del secondo grado , ad oggetto di rimettere alla fine delia 
prima parte la teorica delle frazioni continue e f analisi indeterminata. 

4.° Le eauazioni binomie e trinomie , come pure la teorica dell’ eli* 
minazione delle incognite dalle equazioni di grado superiore , si sono 
passate nella seconda parte e collocate nella propria sede , cioè nella teo- 
rica delle equazioni. ' 

K.° Il capitolo dell’eliminauone delle incognite dalle equazioni di grado 
saperiore è stato interamente rifaHo; si sono esposti i quattro princi- 
pali metodi , e seguendo la scorta del signor Cauchj si è data la, re- 
gola per comporr re l’equazione finale. 

6. ” Si è esposto più distesamente il metodo di Newton per trovare di 
un* equazione i divisori commensurabili del primo grado , e vi si è ag- 
ginntn anche il metodo dello stesso autore per trovare i divisori razio- 
nali del secondo grado. 

7. ° Si è fatto quolcbo cangiamento nel ragionamento che serve a sta- 
bilire il metodo per trovar le radici eguali. 

8. ° Si è aggiunto Particolo sulla ricerca delle radici eguali e di segno 
contrario. 

9. ” La teorica dcdle equazioni reciproche si è trasportala nel capitolo 
che tratta dell’ abbassamento delle equazioni. 

10. ° Si è aggiunto il metodo di Cartesio per la risoluzione delle equa- 
zioni del quarto grado. 

11. ° Si è dato un cenno sull’ eliminazione de’ radicali , e sul grado 
dell’equazione che ne risulta. 

12. ° Molle piccole aggiunte sono state intercalale nel testo, e si è messa 
la più grande cura per la chiara esposizione e per la correzione tipografica. 
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ALGEBRA. 


PARTE FRIIHA. 

ALGORITMO. EQl .(ZIONI DEL VRIMU E DEL SECONDO GRADO. PROGRESSIU.M 
LCJGARITMI. FHAZIO.M CONTIME. ANALISI INDETERMINATA DEL PKI.MO 
GRADO. BINOMIO DI NEWTON. 


INTBODUZIONE. 


l.ìla soluzioao di ud problema, come facilmente rilevasi dalle 
quistìoni trattate in Aritmetica , si compone di due parti; 1’ una 
consiste nel determinare la serie delle operazioni da farsi sulle (|uan- 
tità date per trovare quelle che si cercano , l’ altra riducesi all' ese- 
cuzione effettiva di queste operazioni. La prima parte, dipendendo 
dalle relazioni che l' enunciato del problema stabilisce fra le quantità 
cognite e le incognite , è comune a tutti i problemi che solo diffe- 
riscono ne' dati. Or quando s' introducono nel calcolo i numeri par- 
ticolari relativi al problema proposto , siccome nel risultamento nu- 
merico scomparisce ogni traccia degli elementi che l’ han prodotto 
e del modo come è stato ottenuto , è necessario in ogni quistione 
simile ripetere il ragionamento medesimo. 

Di più le regole per eseguir le quattro operazioni , e le consi- 
derazioni fitte per istabilirle, alcune sono relative al modo di rap- 
presentare i numeri , altre dipendono da principi generali e da pro- 
prietà comuni a tutti i numeri. Ora per dimostrare le proprietà , 
generali dei numeri , essendo necessario un simbolo che serva di 
sostegno al rimionamenlo , si deve in Aritmetica ricorrere ad esempi 
particolari. Amchè una dimostrazione di questo genere sia riputata 
El. di Àlg. 1 
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esalta, conviene che la mente conosca che il ragionamento è indipen- 
dente dalla grandezza de’ numeri adoperati , e che potendosi dir lo 
stesso sopra qualunque altro esempio , la proprietà è comune a tut- 
t'i numeri possibili o a lutti quelli di una data specie. Ma i nu- 
meri essendo segni ai quali va annessa l' idea di un determinalo 
valore , non sempre son propri a far ravvisare la generalità di una 
dimostrazione. 

2. Tutto ciò che nella risoluzione di nn problema o nella ricerca 
delle proprietà de’ numeri è indipendente dal valore particolare dei 
numeri stessi , può essere eseguito sopra simboli generali. 

La scienza che considera le quaniilà in generale senza deter- 
minarle in numeri, cioè la scienza che considera i numeri in- 
dipendentemente dal loro valore e dal sistema di numerazione , 
si chiama Algebra. 

3. Per rappresentare i numeri generalmente , cioè senza indivi- 
duarne il valore e senza riferirli ad alcun sistema di numerazione, 
si adoperano mollo propriamente le lettere dell’alfabeto a,b,c,... 

E non polendosi sulle lettere effettuar le operazioni nel 
senso in cui si eseguirebbero sui numeri particolari , è necessario 
indicarle. All’uopo si fa uso degli stessi segni adoperati qualche 
volta in Aritmetica per compendio del linguaggio ordinario. 

I segni sono i seguenti. 

Il segno -+- {più) serve per indicar l’addizione. Cosi «-t- A in- 
dica la somma de’ due numeri a e A , e si legge: 0 più A. 

11 segno — ( meno ) serve per indicar la sottrazione. Perciò a-—b 
rappresenta la differenza de’ due numeri a e A, e si legge : a meno A. 

Il segno X indica moltiplicazione ; perciò axb indica che i nu- 
meri a e A si debbono moltiplicare , e si legge : a moltiplicalo per A. 

Per indicare la divisione di a per A si scrive a:b o pure , 
e si legge : a diviso per A. 

Il segno = ( eguale ) messo fra due grandezze serve ad indicare 
che le medesime sono eguali. 

Il sogno >• ( maggiore ) messo fra due grandezze indica che la 
prima è maggiore della seconda ; ed il segno •< ( minore ) indica 
che la prima è minore della seconda. 

Per indicar la moltiplicazione si può adoperare anche un punto, 
o anche sopprimere il segno quando si tratta di lettere. Perciò il 
prodotto di a per A si può indicare scrivendo a. A o pure ab. Quindi 
scrivendo più lettere l’ una dopo l’ altra , come abed , si viene a in- 
dicare il prodotto de’ numeri o. A, c, d, che si otterrebbe moltipli- 
cando a per A, poi il prodotto ab per c, poi il prodotto abe per d, 

4. Siccome la somma di molli numeri eguali corrisponde a ima 
moltiplicazione in cui il moltiplicatore è numero intero , la som- 
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iuaa + a>t-a + a equivale alla moltiplicazione del numero a per 4, 
e si scrive 4a. Quel 4 posto avanti all’ a, e in generale un numero 
qualunque posto avanti alle lettere , si chiama coejjicienfe. Una let- 
tera senza coefficiente si può considerare come se avesse per coef- 
lìciente 1. 

S. Se dovesse indicarsi il prodotto di molti numeri eguali ad a, 
bisognerebbe scrivere aaaa .... Supposto che questi fattori eguali 
fossero quattro , invece di scrivere aaaa si scrive a\ e si legge a 
elevato a 4 , o più brevemente , a quattro. Un numero , come il 4 
deir esempio precedente , posto a destra di una lettera e un poco al 
di sopra , si chiama espoiìente. Una lettera che non ha esponente 
si considera aver per esponente 1. 

Si badi a non confonder l’ esponente col coefficiente ; a^ e 3a 
son due numeri diversissimi ; in fatti se a è uguale a S , sarà 

= 125 , e So = 15. 


6. Un numero moltiplicato successivamente per se stesso produce 
un’altro numero che si chiama potenza del primo. Le potenze son 
di diverso grado secondo il numero de* fattori che le formano ; per- 
ciò son di secondo grado se i fattori sono due , dì terzo se son tre, 
ec. Per es., 9, essendo uguale a 3x3, è la potenza di secondo 
grado ovvero la seconda potenza di 3 , 27 è la terza , 81 la quarta, 
cc. Si vede dunque che il grado di una potenza , secondo la no- 
tazione adottata, può essere indicato dall'esponente. Perciò a*, a% a*, 
ec. sono rispettivamente la seconda , la terza , la quarta , ec. po- 
tenza di a. 

Il numero a rispetto alle sue potenze si chiama radice ; a è la 
radice terza di a , la quinta di a". In generale si chiama radice 
di un numero quel numero che moltiplicato per se stesso tante volte 
per quanto è il grado della potenza meno una , riproduce il numero 
roposto. Perciò 3 è la radice terza di 27 , 2 è la radice quinta 
i 32. 

Si osservi che la seconda potenza si chiama anche quadrato, e 
la terza cubo per la relazione che questi numeri hanno con le ligure 
distinte sotto questo nome in Geometria. Similmente le radici seconda 
c terza si chiamano anche radici quadrate e cubiche. 

Per indicare l’ estrazione delle radici si adopera il segno che 
si chràma radicale , apponendo al di sopra un numero che indica 
il grado della radice e che suol chiamarsi indice della radice. La 

8 

radice quinta dì 32 s' indica scrivendo b^2 , la radice terza di a 
3 

è indicata da V^. Quando si tratta di radice quadrata si tralascia 

il 2 che dovrebbe indicare il grado. Perciò V^a è lo stesso 
3 

che 1/ a. 


Si 
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7 . Si rappresentino con le lettere a e b «lue numeri ; secondo 


le convenzioni stabilite a-f-b, a—b, 


ab indicano rispelliva- 


mente la somma , la differenza , il prodotto e il quoaente de' sud- 
detti numeri. Questa somma , differenza , cc. sarebbe ben diversa se 
i numeri fossero rappresentati con le cifre esprimenti il loro valore 
individuale ; imperocché se si tratta de' due numeri S e 3 , la loro 
somma è 8. La diversità che passa fra la somma algebrica a-^ b 
e la somma aritmetica 8 è , che nella prima son conservati gli cle- 
menti che producono la somma , mentre nella seconda spariscono i 
due numeri 3 c 5 da' quali risalta il numero 8. Si noli bene questa 
differenza , la quale forma il carattere distintivo della scrittura al- 
gebrica. Le espressioni algebriche non sono che l' indicazione delle 
operazioni da farsi allorché alle lettere si sostituiscono i numeri par- 
tieoi ari che le medesime son destinate a rappresentare. Perciò l’ espres- 
sione a*b — Zcd->r e significa che il quadrato del numero a si deve 
moltiplicare per b , da questo prodotto si deve sottrarre il triplo 
prodotto del numero c per d , c a questa differenza si deve aggiun- 
gere il numero e. 


8. Ogni espressione algebrica composta di diverse parti separate 
«lai segni -t- o — si chiama polinomio , e le parti sucidettc si chia- 
mano termini. Si dicono in particolare monomi, binomi, trinomi, 

S uadrinomi le espressioni composte rispettivamente di uno , di due, 
i tre , di quattro termini. 

9. Allorché un' espressione algebrica si riguarda come il quadro 
delle operazioni da farsi sui numeri rappresentati dalle lettere , la 
della espressione prende il nome di formola. Cosi l'espressione pre- 
cedente <^b — 3ed + e é un trinomio, perché costa di tre termini, 
ed è la formola che rappresenta la serie delle operazioni «la farsi 
sui numeri a , b , c , d , e. 


10. Un polinomio , quando si vuol considerare come un solo nu- 
mero, si racchiude tra parentesi. Cosi volendo riguardare il polino- 
mio c^b — 3cd->t-e come un numero solo, si scrive {a'b—3cd-^e). 
Quindi 3a{a*b—3cd-^-e) indicherà il prodotto de' due numeri 3a 
e a*b-—3cd-i-e. Qualche volta le parentesi sono superflue e sop- 
primendole non risulta alcun equivoco sul modo di concepire o riguar- 

j . n •' I j • • 0“*"é-+-c (o-f-^-l-e) 

dare il pounomio. Perciò le due espressiom , 

m m 

non presentano nessuna sensibile differenza , ed indicano con egual 
precisione il quoziente di a + A c , riguardato come un nume- 
ro solo , per m. 

Qualche volta si é , in vece delle parentesi , fatto uso di una 
linea al di sopra , scrivendo — 3rd e. 
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CAPO I. 

DELL* ALGOaiTMO. 


11. Le combinazioni de’ segni relativi alle diverse operazioni che 
si Tanno su i numeri danno luogo ad alcune riduzioni cue per esten- 
sione di nomenclatura si chitunano anche col nome di addatane, sot- 
trazione; moltiplicazione e divisione. Esse differiscono da quelle 
indicate collo stesso nome in Aritmetica , e consistono propria- 
mente in una IrasTorroazione , mediante la quale un certo numero di 
operazioni da prima indicate si riducono ad altre più semplici o 
meglio appropriate allo stato della quistione , e che uanno lo stesso 
risultamento. 

Di queste trasformazioni alcune dipendono dalle proprietà gene- 
rali de’ numeri , altre dalla notazione algebrica. Il complesso delle 
regole relative a queste trasformazioni o riduzioni è ciò che costi- 
tuisce \ algoritmo algebrico. 


ARTICOLO I. 


Operazioni sui monomi considerati come numeri. 


12. Supponendo da prima che le lettere rappresentino numeri 
interi , è necessario richiamar due principi da’ quiui dipendono tutte 
le regole del calcolo numerico. 

I. L addizione di più numeri interi dà lo stesso risultamento, 
con gualunque ordine si eseguano le operazioni. 

II . Il prodotto successivo di più numeri interi ha lo stesso va- 
lore qualunque sia t ordine con cui si eseguono le moltiplicazioni. 

Il primo , che è il principio fondamentale di tutta la scienza del 
calcolo , è una conseguenza necessaria della natura dell' operazio- 
ne , e può ritenersi come assioma. Il secondo si dimostra facilmen- 
te in Aritmetica , e potrebbe anche considerarsi come una conse- 
guenza del primo. 

Per esprimere con linguaggio algebrico gli esposti principi sieno 
a yb yC ,d numeri interi ; sarà 


o-+-d-t-c + </=a-(-c-4-</-t-de=a-t-rf-i-c-4-da= (1) 

ab=ba, abcd=acbd=badc= (2) 


13. Tutte le altre operazioni sui numeri si possono rappresen- 
tare con sìmboli algebrici ; i quali , perciò che non si riferiscono 
ad alcun numero in particolare , sono più propri a staccare dalle 
operazioni la parte che non dipende dal valore individuale de' nu- 
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meri. Supposto che le lettere a , b ,e ,d , ...l ,m , rappresentino 
diversi numeri interi , le principali operazioni sui numeri danno 
luogo alle seguenti formole : 

*n(a -t- A -t- c -f- </-H ...)= ina + -f- wjc -h wrf , (3) 


a 

6 e 

1 1 — . 1 - 


m 

m m 

m 

a 

ac a 

c 

-g-xe = -^=exy 

= jxa. 


(4) 

{I>0 



Ciascuna di queste formole comprende un teorema. Cosi la (4) 
esprime che tanto è divider diversi numeri per un dato divisore e 
poi far la somma de’ quozienti , quanto far prima la somma e poi 
la divisione ; o in linguaggio più conciso , il ouoziente di una 
somma è uguale alla somma dei quozienti delle parti. 

La (7) esprime che se si divide un numero per un altro e poi 
il quoziente per un altro, e cosi di seguito, con qualunque or- 
dine si facciano le op^azioni, si ha lo stesso risultamento come 
se si fosse fatta la divisione per il prodotto de' divisori: teorema 
che ha il suo analogo nella moltiplicazione. 

La (8) fa conoscere che U quoziente di due numeri è uguale 
al prodotto del dividendo per /’ inverso del divisore, o pure egttale 
al quoziente dell'inverso del divisore per l'inverso del diviXndo. 

Dalle esposte formolo se ne ricavano moltissime altre col far di- 
verse ipotesi sul valore delle lettere. Cosi ammettendo come evi- 
dente che-=sl=^=»f = ..., dalle (S) e (6) si ottiene 


a , 6 

—x6<=ax-r ■. 
o o 


■ a\ 


(9) 


a b 6 a a 

■jX-d=T^T=-7- 

Dalla (7) si ricava 

a ^ a ad d a e a ò a 

6 d a b b ' b b e b c 


( 10 ) 

. (») 


14. Gli enunciali teoremi hanno relazione con le operazioni nu- 
meriche di cui le formole precedenti sono il quadro. Ma le stesse 
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forinole sì possono ancora guardare da un altro lato. Siccome le 
espressioni separate dal segno = debbono dare lo slesso risulta* 
mento , si vede che un’ espressione algebrica , solo per la qualità 
di rappresentare un’ operazione numerica , è suscettiva di molte 
trasformazioni ; il che significa che è possibile presentare sotto di- 
verse forme un medesimo numero. Fra tutte le suddette forme si 
adotterà quella che meglio conviene allo stato della quistione. Si 
noti però che fra tutte quelle comprese in una stessa linea e che 
sono equivalenti , non è necessario passar dall’ una all’ altra con 
r ordine con cui si sono ottenute , ma si può seguire un cammino 
retrogrado , e dall’ ultima rimontare alla prima , o pure da qua- 
lunque intermedia passare ad un’ altra. 

ART. II. 

Addizione e sottrazione de' polinomi. 

15. Due polinomi si sommano scrivendoli inno dopo i altro 
eoi segni che hanno. 

In effetti se ad a -f- d — e si deve aggiunger d — e, bisogne- 
rebbe scriver (o-t-d — e)-t-(rf — c);il che indicherebbe che 
bisognerebbe prima trovare i due numeri a-t-d — c, e d — e , 
poi farne la somma ; ma in virtù del primo principio ( n* 12 ) si 
possono sopprimere le parentesi , e scrivere o-l-d — e-t-rf — e. 

16. Se da a si deve sottrarre il numero d , si è detto ( n° 3 ) 
che bisogna scrìvere a — d. Chiamando e il resto di questa sottra- 
zione , SI avrà a — d a e. Quando a è eguale a d , non vi sarà 
resto , ossia il resto sarà nullo. Per indicano con segni , si è con- 
venuto di scriver a — o = 0. Similmente si avrà d — d =s 0 ; e 
perciò le espressioni a — o,d — b , c — e , ec. son diverse ma- 
niere per mezzo delle quali in Algebra si può rappresentare lo zero. 
La qual cosa permette d’introdurre in un espressione algebrica un 
termine o una lettera senza che quella espressione cambi valore. 
In a -t- </ s’ introduce la lettera d scrivendo a - 4 - d -t- rf — d. 

17. Un polinomio si sottrae da un altro scrivendo i suoi ter- 
mini col segno cambiato , cioè cambiando in ciascun termine del 
polinomio da sottrarsi il in — e il — f» •+-. 

In effetti si debba da a sottrarre d — c ; si dovrebbe scrivere 
a — {b — c) , indicandosi così che bisogna prender prima la dif- 
ferenza b — c e poi sottrarre questa differenza da a. Dico che 
questa operazione equivale a quella indicata da a — d + c. Impe- 
rocché sottraendo da a il numero d sì viene a sottrarre una quan- 
tità che supera la vera di tante unità per quante ne sono in c ; per 
conseguenza il resto sarà più piccolo di e unità/ il vero resto sarà 
dunque a — d -t- c. Ciò si renderà più evidente osservando che il 
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reslo a — b -^c aggiunto alia quantità da sottrarsi b — c , dee ri- 
produrre il numero a ; la qual cosa col fatto si avvera , perchè es- 
sendo b — is=0, e — c = 0, si ha a — b ■+■ c + b — c=ssa. 
Quindi se da a — b e — si deve sottrarre e — f — y -f- A , 
il rùultamento sarà a — à-t-c — d — e g — h. 

18. Due termini che dilTeriscono solo nel coefficiente si dicono 
nmili. Perciò 3a*A, 5a*A son due termini simili; Sa*A'c e 3a*AV 
son termini simili. 

Ciò posto l'espressione 3a -4- 3a, equivalendo ad (a -4- a -t- a) 
-4-^o-4-o-l-o-4-a-4-a) si può scrivere 8a; parimente 2b'-\-Sb* 
equivale a SA* ; lab — 3oo è lo stesso che 4Óo. Quindi i termini 
simili che entrano in un polinomio si riducono ad un solo , che ha 
per coefficiente la somma o la differenza de' coefficienti de' termini 
suddetti , secondo che hanno lo stesso segno o segno diverso. Si tenga 
presente in questa riduzione che un termine che non ha coefficiente 
si considera aver per coefficiente 1 ( n° 4 ) ; perciò a -4- 3a + 7 a 
— 5a si riduce a 6a. 

19. La somma e la sottrazione de' polinomi consisterebbe in una 
semplice indicazione, se non avesse luogo ordinariamente la ridu- 
zione de’ termini simili. Dovendosi sommare il polinomio 

2a* — 3A -4- Se con o* — 3A -l- 2c -4- d, si na 
2a* — 3A -4- Se o* — 3A -4- 2e rf che per la riduzione de' ter- 
mini simili diviene 3a* — 6A +7e4- Parimente dovendosi da 

2o — 3Ae-t-2rf sottrarre a — SAe -4 - 2rf, si avrà 
2a — 3Ae -4- 2</ — 0-4- SAe — 2rf che si riduce ad a -4- 2Ae. 
Questa operazione , cioè la riduzione de' termini simili, c quella per 
la quale si passa da un sistema di operazioni ad un altro più sem- 
plice e che dà lo stesso risultamento (n“ 11) 

Nella somma o sottrazione de' polinomi , invece di scrivere i ter- 
mini l'uno dopo l'altro e poi far le riduzioni, giova seguire un meto- 
do analogo a quello posto in uso ne’ numeri , scrivere cioè l'uno sotto 
l'altro i termini simili e fare immediatamente le riduzioni. Ciò con- 
corre a render più breve e più facile l'operazione. Eccone un esempio. 
3a*-4-SAc-+-6rf* 

2a* — 2Ac — 2rf* 

5a*— 2 Ac-4-3<^ 

la* —Zd*+f 

17a*-i- Ac-4-4Éf-4-/ 

20. Occorre talvolta che di un polinomio se ne vogliono far due 
parli che sottratte lo riproducono. Si scriverà allora la seconda 
parte cambiando i segni a' termini che la compongono. Per esem- 
pio il polinomio 

5aA — 2A* -t- 7c — 4rf* — 3/ + 5- 
con questa veduta sì scriverà 

3oA — 2A’ -t- 7c — ( -t- y — y ) 
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ART. ni. 

Delle ({uantilà negaliee. 

21. Se a e A son due numeri, rcspressione a — A è l' indica- 
EÌone di un’ojperazione possibile solo quando a è maggiore di A. Se 
a è minore di A , 1’ operazione indicata non può essere eseguita , 
e quella espressione diviene un simbolo algebrico. 

Allorché i numeri a e A son conosciuti . l' impossibilità di cui si 
tratta può esser messa in evidenza. In effetti l'espressione 3 — 3, 
la quale indica che da 3 si dovrebbe toglier 3 , può scriversi 
3 — (3-+-2) , ovvero (n“ 17 ) 3 — 3 — 2 ; e siccome 3 — 3=0, 
si ha per ultimo resto — 2. Si poteva pervenire a questo risulta- 
mento mvertendo l’ordine dell'operazione, cioè sottraendo 3 da 5, 
e dando al resto il segno — . Or questa inversione è appunto quella 
che è indicata dal segno — ; cioè il segno — posto avanti a una 
quantità isolala serre per conservare la traccia di un'operazione, la 

a nale , da prima impossibile , si è resa possibile cambiando l'ordine 
e’ termini. 

L’espressione a — A , considerata indipendentemente dai numeri che 
possono rappresentare le lettere n e A, non presenta alcun indizio della 
possibilità o impossibilità dell’ operazione innicata; quindi se nell’ipotesi 
di a minore di A si chiami c il resto di A — a, sarà a — A = — e, 
e il simbolo — c rappresenterà sotto forma pin esplicita l' espressio- 
ne a — A. E poiché questa rinchiude un genere a impossibilità che 
non impedisce di eseguir l'operazione, ma solo esige che se ne can- 
gi l’ormne, darà sempre per resto lo stesso numero, ma il segno 
di cui verrà affetto sarà -+-se a è maggiore di A , e — se a è mi- 
nore di A ; cioè il sccto sarà -Ho — , secondo che la sottrazione 
è stata eseguita secondo l’ ordine indicato o pure in ordine contra- 
rio. Perciò nella riduzione de’ termini simili (n° 19) si sottrae sem- 

[ >re il coefficiente piò piccolo dal piò grande , e si da al risultamento 
0 stesso segno che ha il piò grande. Così i termini 3a''A — 8a*A 
si riducono a — 5a*A. 

Si può dunque dare alTuIIzio de' segni -He — una maggiore 
estensione , considerandoli come ritmiti alle quantità. Le quantità 
affette dal segno -h si chiamano posìtioe , e negative quelle af- 
fette dal segno — . 

22. Una quantità negativa riferita a cose concrete potrebbe ces- 
sare di rappresentare una cosa impossibile , quando I' ordine della 
sottrazione, da cui si suppone risultala, è l'effetto di una ipotesi, 
e il cambiarlo non ripugna alla natura della quistione. Allora il 
segno — indica solamente che la quistione non può essere riso- 
luta secondo quella ipotesi , ma il risultamento si riferisce ad una 
El. JiJlg. 2 
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cosa che può avere una esistenza reale o un significalo preciso , 
come quella ehe si è da prima rappresentata con una quantità po- 
sitiva. In effetti si supponga che uno abbia un credito rappresen- 
talo da 13 e un debito da 3; è evidente che la somma di cui può 
considerarsi possessore è 13 — 5 ovvero -t- 8. Ma se al contrario 
avesse 3 di credito e 13 di debito , e si volesse sapere qual è 
il suo credito , si avrebbe S — 13 ovvero — 8. Ora stando da vi- 
cino alla quistionc si vede che , siccome il debito è maggiore del 
credito , egli dee restare in debito ; sicché cercando qual è il suo 
debito , si trova 13 •— 3 ovvero 8. Dunque il — 8 rappresenta un 
debito , ed esprime perciò una cosa reale , ma in opposizione di- 
retta con quella che è rappresentata da -1-8. Il segno — di cui 
il risultamento viene affetto è la conseguenza della supposizione fat- 
ta , cioè che dovesse rappresentare credito , e indica che si deve 
dare alia quantità che si cerca un significato diverso da quello 
che si era supposto. In questo senso si dice che — 8 di credito 
equivale a 8 di debito ; o ancora , che un debito è un credilo ne- 
gativo. Si noti bene che il segno in questo caso è tutto acciden- 
tale , perciò che sarebbe vernilo contrario se si fosse da principio 
rappresentato il credito con una quantità negativa. 

23. L'addizione e la sottrazione delle quantità negative isolale 
sì esegue con le medesime regole ( n' 13 , 17 ) ; vale a dire , se 
ad a si vuole aggiunger — ó , si avrà per somma a — 6; e se 
da a si vuol sottrarre — à si avrà per resto a-i-6. In eifetti la 
quantità a si può esprimer per a-t-6 — 6 ( n* 16 ). Ora avendo 
fatto entrare nella composizione della quantità a le quantità -)-d 
e — - d , per sottrarre una di queste basterà cancellarla. Cancel- 
lando -t- ò si ha a — 6 , e cancellando — 6 si ha a-hò : risul- 
tamenti conformi a quelli che si sarebbero ottenuti facendo uso delle 
regole stabilite per l' addizione e sottrazione. 

Questo risultamento è una conseguenza del principio stabilito(n° 12). 
In effetti se si fa -\-ò = d — c, sarà — ò una frase abbreviata ed 
equivalente a c — d. Ora supposto a<.c a e <.d , l’ espressione 
a — (c—d) o l’altra a — comprendono ciascuna un’ope- 

razione ineseguibile , la quale si rende possibile col solo cambiar 
l’ordine delle operazioni. In effetto scrivendo, in virtù del detto 
principio , a -h a — c sparisce ogni impossibilità ; e quella espres- 
sione equivale appunto ad a -f- ò. S’ incominci a far attenzione a 
questa proprietà delia scrittura algebrica che permette di operar 
sulle espressioni algebriche senza bisogno dì esaminare se esse 
esprimono cose possibili o impossibili. 

24. Dunque l’ espressione a — 4 si può riguardare o come la diffe- 
renza de’ due numeri a e 6 , o come la somma delle due quanti- 
tà -(- n e — ò • similmente l’ espressione a 6 può essere riguar- 
dala 0 come la somma de' due numeri a c 6, o come la diireren/a 
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delle due quantità 4 - a e — à. Ciò si esprime 0 si rappresenta con 
le seguenti Fonnole ; 

+ = i ) = O + à , 

a—[ + ò) = a + ( — 6)=a — 6; 

dove le parentesi sono adoperate nel senso indicalo nel n" IO ; il 
segno fuori le parentesi è relativo all’operazione , e quello dentro 
è il se^o che porta la quantità 6. Si vede quindi che quando le 
quantità si considerano come precedute dal segno + o — , l' ad- 
oizione e sottrazione prendono un signìGcato più esteso di quelle 
che vengono effettuate sui numeri , perchè I’ addizione non sempre 
porla aumento , nè la sottrazione produce diminuzione. La sola ad< 
dizione, considerata algebricamente , comprende anche la sottrazione. 

Riguardando a-h6 come la somma delle due quantità 4 - a e 
4-^, e a — 6 come la somma delle due quantità 4-0 e — &, 
si possono le quantità positive e negative considerare come desti- 
nate a portare aumento o diminuzione alle altre quantità della stessa 
specie cui sono unite per addizione. 

2S. Per meglio intender la differenza che passa fra le quantità 
positive e negative , è da osservarsi che due quantità si dicono 
omogenee , quando una di esse ripetuta un certo numero di volte 
può eguagliare o superare l'altra. Ora una quantità negativa per 

S uante volle si ripeta non potrà mai diventar positiva. Esse son 
unque quantità eterogenee , sicché fra loro non possono parago- 
narsi per formarne un rapporto , il quale è sempre numero astratto 
e perciò positivo. 

Quindi in ogni quantità fa d' uopo distinguere il suo valor nu- 
merico e il segno, il valore numerico è il rapporto che si ottiene 
allorché s'intende paragonata ad un'altra della medesima specie 
presa per unità ; e si considera il segno quando si ha riguardo 
all' aumento o diminuzione che potrebbe apportare ad altre quan- 
tità della stessa specie , cui si unisce per audizione. 

Due quantità sono eguali quando hanno lo stesso segno e lo 
stesso valor numerico ; se hanno lo stesso valor numerico e il se- 
gno contrario, si dicono opposte, e sommale si distruggono. 

ART. IV. 

Della moltiplicazione. 

26. 11 prodotto di più monomi che hanno lettere diverse s’indica 
scrivendo le lettere l’una dopo l’altra (n®3). Perciò abexdem abede. 
Se questi monomi hanno coefficienti , se ne farà immediatamente il 
prodotto. Così Zabxled dovrebbe secondo la regola essere scritto 
^ablcd ; ma potendosi invertir l' ordine de’ fattori ( n° 12 ) , si po- 
trà mettere in principia il fattore 7 e scrivere l.Zabcd ovvero 
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Tlabed. Si aTTerta die quando i fattori sono numeri , il se^o di 
moltiplicazione è indispensabile , come pe’ due coefficienti 7 e 3 
dell' esempio. 

Essendo a’ x a* = aaa x no = aaaaa , sarà a' x. a' = a”; 
parimente il prodotto 3«’àV X a’M X 4aàV* = 12a*à‘cÉf* ; cioè 
per fare il prodotto de' monomi si debbono sommare gli esponenti 
delle stesse lettere , supponendo l' esponente 1 a quelle cne non 
ne hanno ( n° 5 ). 

27. Nel fare il prodotto de' monomi , si sono essi considerati 
come numeri. Per conoscere quale dev'essere il segno del prodot- 
to , quando tra i fattori ve ne sono de' negativi , conviene prima 
esporre il modo come si esegue la moltiplicazione de’ polinomi. 

Il prodotto de' polinomi s' indica come quello de' monomi , pur- 
ché si racchiudano tra parentesi per considerarli come una soia 
quantità ( n* IO). Volendo per esempio indicare che 3a'-ì-bc—d^ 
si deve moltiplicare per 2«* — 26c + icd si scriverà 
(3a*4-àe — rf*)(2a* — 2be-hicd). Questo prodotto, eh’ è sempli- 
cemente indicato , può trasformarsi in un polinomio equivalente ; ed 
in ciò consiste propriamente la moltiplicazione algebrica. 

Si debba in primo luogo moltiplicare a-\-6 per e-ì-d. Si trat- 
terà di ripeter le diverse parti del moltiplicando tante volte per 
quante unità si contengono nelle diverse parti del moltiplicatore , se 
queste son tutte intere ; e se vi sono frazioni , prender del moltipli- 
cando le parti indicate dal moltiplicatore. Ora il prodotto di a+d per 
e è aó-hSc , quello di a -t- d per de ad -\-id; la somma di questi 
due prodotti parziali , cioè ab -h 6c -h ad -h 6d , è il prodotto totale. 

Se poi deve moltiplicarsi a — b per c; è chiaro che se si pren- 
desse il prodotto di a per e in vece di prender quello di a dimi- 
nuito di b, si avrebbe un risultamcnto maggiore del vero , trovan- 
dosi moltiplicate per e tutte le unità o parti dell' unità rappresen- 
tate da 4 e che doveano precedentemente togliersi da a/ perciò il 
prodotto esatto sarà ae — bc. 

Si debba in fine moltiplicare a — b per e — d. Prendendo il pro- 
dotto di a — b per e, si troverà la quantità a—b ripetuta tante 
volte di più per quante unità o parti di unità si doveano togliere 
da e , cioè questo prodotto supererà il vero per quanto è il pro- 
dotto di a — b per d che è aa — bd. 11 prodotto richiesto sarà 
dunque la differenza di questi due prodotti parziali , cioè 
ae — bc — ad-\-bd. Ora —be risulta da — àxc, — - ad da 
ax — d, e -\-bd da — dx — rf; quindi si ricavala regola, che 
ciascun termine del prodotto ha il segno + quando i termini che 
lo producono hanno lo stesso segno , e il segno — quando Io hanno 
diverso. 

l>a regola de' segni si enuncia, dicendo: 

-t- per -H dà , -t- per — dà — , — per-(-dà — , — per — dà-t- 
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28. Il ragionamenlo fatto per dedurre la regola de* segni, pogo 

g ià sulla ipotesi che a, 6, c, d sieno numeri, e sia a>-6,e>d. 

r l'espressa regola non esige questa condizione, ma si estendo 
ancora alle quantità negative isolale. 

In efletti sia a una quantità qualunque, e d un numero; dalla 
regola data per l'addizione e sottrazione (n°22) risulta 

fi! + (-1- i) = fl -I- d , n— ( + d)=É! — 6 , . , 

o-t-( — 6) = a~6, a — ( — 6) = a-h6, ^ 

Prendendo una di queste formolo , per cs. la quarta , si ha 
a — ( — ò) — ( — 6)=a-h6 — ( — ò) = a + ò + ò, 
e quindi 

a — 2( — d) = o + 2d. 

Del pari si troverebbe a— 3( — ò) — a+3ò] c in generale se ws 
rappresenta un numero intero, si trova 

a — m( — 6) =a-i-mi. 

Ragionando similmente sulle altre formole (1) si ricava ■ 

a + m(-h6) = a + mi = a — wi( — 6), 
a — m{-^b) = a — mb = a + m{ — d), ' * 

e ciò indipendentemente da qualunque ipotesi fatta sulla quantità a. 
Nelle (2) essendo eguali le quantità comprese nella stessa linea, se 
da ciascuna se ne toglie a, cioè si cancella a, i resti saranno 
eguali; e perciò quando tn è numero intero e d un numero qua- 
lunque, si avrà 


( + *n)(-t-d)= H-»nd = ( — m){ — d), 
( — »i)(-f-d) = — f»d = (-t-wi)( — d), 


Per estender queste formole anche al caso in cui m è fraziona- 
rio , sieno p e 7 due numeri interi , ed n il valore numerico del 
prodotto f)q, sarà 

(+p)(-t-7) = +« = (— p)(— y), 

(— p)(-^ y) =—«=(-+-/»)(— y) t 

dalle quali , ricordandosi che il prodotto diviso per uno de' fattori 
deve dar l'altro fattore, si ricava 


-4-n — n — n -f-n 



Da queste formole si conchiude; 1“ che il quoziente di due quan- 
tità è positivo 0 negativo, secondo che il dividendo e il divisore 
hanno lo stesso segno o segno contrario ; 2® che una frazione non 
si altera cambiando il segno al numeratore e al denominatore; 3” cha 


Digitized by Google 



( U ) 


in una frazione affelia dal segno — si può il segno dalla frazione 
passare al numeratore e da questo al denominatore. 

Ciò posto sia —un numero frazionario , sarà 


V pJ^ » p ^ * p t 


nò 


+’±. 

p 


Similmente si trova ^ — — ; e cosi per le altre 


Dunque le formole (3) sussistono qualunque sia il numero m. 
Ora quelle formole contengono appunto la regola de’ segni enun- 
ciata nel n“ prec. (*) 


29. Da ciò si deduce quanto segue : 

1. ° Una quantità moltiplicata per una cpiantità positiva conserva 

10 stesso segno ; c cambia segno , allorché è moltiplicata per una 
quantità negativa. 

2. ° 11 cambiare il segno a una quantità corrisponde a moltipli- 
carla per — 1 . 

3. ° Poiché i fattori positivi non influiscono sul segno di un pro- 
dotto , il prodotto di molti fattori a, 6, c, d avrà il segno -I- o — , 
secondo che i fattori negativi sono in numero pari o impari. 

4. ° Essendo le lettere simboli generali , e potendosi con una let- 
tera rappresentare anche una q^uantità negativa , giacche per es. si 
può — 3 rappresentare con la lettera a, un prodotto cambia segno 
o conserva quello che ha, secondo che fra le lettere con le quali è 
indicato ve ne sono un numero impari o pari che rappresentano 
quantità negative. 

5. ” Siccome il valor numerico di un prodotto qualunque abed è 
sempre lo stesso , c il segno dipende dal numero de' fattori negativi , 

11 teorema del n° 12 relativo ai numeri si estende anche alle quantità; 
e perciò il prodotto di molte mtanlità il cui valore numerico è un 
intero o una frazione resta io stesso con qualunque ordine si ese- 
guano le moltiplicazioni. 


30. Riunendo in una sola regola tutto ciò che ha relazione con 
la moltiplicazione de’ monomi risulta , che per moltiplicare più mo- 
nomi fra loro si deve : l.°fare il prodotto de' coejjicienti ; 2.® som- 


(*) Por rendersi ragione astraltamente della regola de’ segni , e specialmente per 
persuadersi come avvenga che il prodotto di due quantità negativo sia positivo , 
basta considerate attentamente le formolo (2), E fermandosi al raso del moltiplira- 
tore intero , si vedrà che siccome la multiplicarionc per un numero intero equivale 
ad una somma ripetuta del moltiplicando, la moltiplicazione per un moltiplicatore 
negativo corrisponde ad una sottrazione ripetuta della stessa quantità. Ora è evidente 
che sottrarre m volte la quantità — 6 , corrisponde ad aggiungere m volte la quantità 
-t-i. Peres. sottrarre 3 volte il debito 5, cioè moltiplicare — 3 per — 5, produce 
lo stesso effetto che aggiungere il capitale+lti. 
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mare ali esponenti delle stesse lettere , 3.“ scrioer le lettere Vuna 
dopo t altra con l’esponente che ne risulta; 4." dare il segno -f- o — 
secondo che i Jattori negatici sono in numero pari o impari. 

31. Dalla formola (3) del n" 13 sì rileva che per moltiplicare un 
polinomio per un monomio si deve moltiplicare ogni termine del 
moltiplicando per lo moltiplicatore ; e quindi se anche il moltipli- 
catore è un polinomio si moltiplicherà tutto il moltiplicando per cia- 
scun termine del moltiplicatore secondo la regola relativa ai mono- 
mi ; e la somma di tutti i prodotti parziali ottenuti sarà il prodotto 
totale. 

Ecco un esempio. 


Molliplicando 

Moltiplicatore 

IVod. per 2o* 
per 8fl*à 
per — à* 


So* — 2o*à 7a*b* — à* 

2o* -+- 3a»à — 

&àl — 4o®à Wa^b* — 2o*^* 

9o®à — 6o5à*-l-21a*à* —ia*b'^ 

— 3o*àS-t-2oJà*— 


Prod. tot. ridotto 6o^ -|- 5o®à -+- 8a^à* -t- 18o*^^ — 10o*à^ 


In questa operazione , per renderne più facile l’ esecuzione e più 
sicuro il risul lamento , convien tener presente quanto segue. 

1. ° Le lettere che entrano ne' termini risultanti dal prodotto dei 
monomi potendosi scrivere con qualunque ordine , giova scriverle 
in ordine alfabetico pe^ conoscer più prontamente i termini simili , 
c farne più facilmente la riduzione. 

2. ° Per mettere un certo ordine nella formazione del prodotto, i 
termini del moltiplicando e del moltiplicatore si dispongono secondo 
le potenze decrescenti o crescenti di una medesima lettera , il che 
dicesi ordinare il polinomio. Allora ne' prodotti parziali i termini si- 
mili si presentano anche con ordine , c si possono senza imbarazzo 
andar collocando l'uno sotto l’altro a misura che si ottengono, sic- 
come è stato praticato nell' esempio precedente. 

32. Allorché un polinomio è ordinalo secondo le potenze di una 
certa lettera, per richiamare maggiormente l’ attenzione su questa 
lettera , e per mostrare che quella è la lettera principale del poli- 
nomio, in ogni termine si tradisce l’ordine airabelico rispetto a 
questa lettera , scrivendola in ultimo luogo. Per tale ragione il pro- 
dotto ottenuto nell’ esempio precedente sì poteva ancora scrivere 
6a’ -t- Uà* -t- + cc. 

Se nel polinomio che deve ordinarsi vi sono più termini alTelti 
dalla medesima potenza della lettera principale , questi termini si 
riuniranno in un solo mettendo per fattore comune questa lettera, 
abbia per esempio il polinomio 

«V’ — ff’a;’' 4- a'a’ — a'b' — i<t’6''x—2a6j;‘ -t- Sb’x’ -t- Aa*b^. 
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Riuneado in un solo i termini che contengono la siesta potenza di Xf 
si avrà 

(a*— 2od)x*— («•— 4a*d‘). 

In questo caso tutte le quantità chiuse tra le parentesi si considerano 
come numeri , perciò che la sola lettera che deve figurare è la x. 
Sarà dunque permesso d’ indicarli con una sola lettera ; e per con- 
servare alla memoria che quelle sono espressioni complesse, cioè com- 
poste di molti termini o ai un termine che contiene molti fiitlori , 
si sogliono adoperare le lettere majuscole. Quindi si scriverà 
yfx‘-hBx'-\-Cx-hD. Le lettere A, B,C,D, qualunque sia l’espres- 
sione che rappresentano, siccome si riguardano come un numero solo, 
a sogliono cniamare i coefficienti della x. In tal modo distinguendo 
col nome di coejficienle ogni espressione composta di lettere subor- 
dinate ad una lettera principale cui serve di moltiplicatore , si viene 
a dare a questo vocabolo un significalo molto più esteso di quello 
già assegnato ( n* 4 ). 

33. 11 numero de' fattori semplici che entrano in un monomio , 
escluso il coefficiente , ne stabiliscono il grado. Perciò Mbc è un 
termine di quinto grado , 2a'à di terzo , ec. ; in generale il grado 
di un termine è uguale alla somma degli esponenti di tutte le let- 
tere che lo compongono. 1 termini dello stesso grado si dicono omo- 
genei-, c un polinomio chiamasi omogeneo , allorché tutti i termini 
che lo compongono sono dello stesso grado. 11 coefficiente numerico, 
quantunque sia anche un fattore di un prodotto , non inlluisce sul 
grado. L’espressione 3a”4, essendo un compendio di a*b-\-a'b-^a*b 
e di terzo grado (*). 

Allorché si ha riguardo alla sola lettera principale , il grado di 
un polinomio è determinato dal massimo esponente della lettera priu- 
cipale. Perciò il polinomio Ax' -t- Bx' -tr ox -I- Z? è di terzo grado 
rispetto ad x, qualunque sia il grado de' coefficienti A , B , C, D. 

34. Ciò posto , ecco alcune cose che debbono essere notate in- 
torno alla moltiplicazione. 

1 Poiché un prodotto si ottiene moltiplicando uno de' fattori per 
tutti i termini deir altro fattore , é chiaro che quando non avvengono 
riduzioni , il numero de' termini del prodotto è uguale al prodotto 
de’ numeri de’ termini de' fattori ; cioè se m ed n sono rispettivamente 
il numero de’ termini de’ fattori , il numero de' termini del prodotto 
sarà mn. 

2.® Se il moltiplicando e il moltiplicatore sono ordinali rispetto ad 
una medesima lettera x , ed m è il grado in cui si trova x nel mol- 


(*) n gfrado di un termine si i chiamato anche dimensione. Ma questa denemi- 
naiione avendo origine dalla Geometria è difettosa, perché , i corpi non potendo 
aver più di tra dimensioui , non si può estendere al ai là della terza dimvnsioiia. 
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liplicando , n il ^rado in cui si trova nel moltiplicatore , la x nel 
prodotto si troverà al grado m + n. 

3. ** Se i fattori sono polinomi omogenei , e 1' uno . è di grado m, 
r altro di grado n , il prodotto sarà un polinomio omogeneo di gra- 
do m-hti. 

4. ° Non sempre la moltiplicazione effettiva de’ polinomi è neces- 
saria ; imperciocché riesce spesso più utile l' indicarla col racchiudere 
i polinomi tra parentesi , ad oggetto di conservar la traccia degli 
elementi da cui l' espressione data deriva. Bisogna dunque rimetter 
r esecuzione di auesta operazione al più tardi possibile , e quando 
la natura del calcolo l’ indicherà come indispensabile ; delle quali co- 
noscenze il solo esercizio nelle operazioni algebriche pué rendere 
istrutto. 

5. * Si tengano presenti i seguenti prodotti 

( a -t- i )* = a* -I- 2oà 6 ', 

(a — b)' = a* — 2a6 -t- b*, 

\a-\-b){a — b)= a* — b', 
de’ quali si ha spesso occasione di valersi. 

ART. V. 

Della divisione. 

3o. Si è detto (n* 4) che la divisione di a per 4 si può indi- 



quando non presenta indicazione di divisione da farsi , e fraziona- 
ria nel caso contrario. Ora in vece d'indicare una divisione , si può 
in molti casi eseguire ; e allora si ha per oggetto di determinare 
un’espressione algebrica intera che moltiplicata pel divisore ripro- 
duca il dividendo. 

36. Il quoziente di un monomio diviso per un altro dev’ esser for- 
mato da tutti i fattori del dividendo , i quali non si trovano nel 
divisore. Per es. dovendo dividere 3adci/ per 3Ò</ , il quoziente sarà 
evidentemente oc ; se si ha ISa'ò'cV da dividersi per il 

quoziente sarà 3a*cV. 11 segno del quoziente sarà -f- o — secondo 
che il dividendo e il divisore nanno lo stesso segno o diverso ( n° 28 ). 
Da ciò risulta che il quoziente di un monomio diviso per un altro 
si ottiene : dividendo il coejfficiente del dividendo per qtullo del 
divisore , scrivendo le lellere che sono nel dividendo , e non sono 
nel divisore , omeliendo quelle che essendo comuni hanno lo stesso 
esponente , scrivendo le altre lettere comuni con un esponente 
equale ali eccesso di quello del dividendo su quello del divisore , 
e dando il segno -+- o — secondo che il dividendo e il divisore 
hanno lo stesso segno o il segno contrario. 

El. iiJlg. S 
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37. Aliinchè dunque la divisione di un monomio per un altro sla 

E ossibilc , conviene : 1° che il coeflìcienle del dividendo sia divisi- 
ile per quello del divisore ; 2“ che gli esponenti delle lettere che 
sono nel dividendo sìeno eguali o ranggiori di quelli che aflcttano 
le stesse lettere nel divisore ; 3“ che il divisore non contenga alcuna 
lettera che non si trovi nel dividendo. 

Quando queste condizioni non si avverano , la divisione s’ indi- 
cherà sotto forma di frazione. Dovendosi dividere 3o*^*c per Sa'iW 

, 5a^é*c 
si scriverà - — 

38. Se un polinomio si dee dividere per un monomio , è neces- 
sario che il monomio sia fattore comune di tutt' i termini dei poli- 
nom'o ; e I’ operazione si farà col dividere ciascun termine del di- 
videndo per lo monomio dato. Ciò risulta dalla natura stessa del- 
r operazione o dalla sua definizione. Per es. il polinomio 
3a’ó’c — 12a'ò‘c’ -h 9a’6c* diviso per o’d dà 3a6”e — 126c’ -i-9c*. 

Questo modo di dividere serve per mettere in evidenza un fattore 
comune a tutti i termini di un polinomio. Il polinomio proposto si 
può dividere per 3a’6c , e dà per quoziente oé* — i6c' -h 3c’ ; perciò 
si può scrivere 3a'‘6c(a6‘ — i6c’‘ -t-3c‘): scomposizione utilissima 
in molti casi. 

39. Un monomio non può esser divisibile per un polinomio; per- 
chè , se ciò fosso possibile , il quoziente dovrebbe essere almeno un 
monomio , e questo moltiplicato pel divisore darebbe almeno un bi- 
nomio. 

40. La divisione di un polinomio per un altro ha per oggetto 
di trovare un altro polinomio che moltiplicato pel divisore riproduca 
il dividendo. Questo dunque , allinchè la divisione sia possibile, dovrà 
esser composto della somma di tutt’ i prodotti parziali che risultano 
moltiplicando ciascun termine del quoziente per tutt' i termini del 
divisore. Ma siccome in due polinomi ordinati similmente rispetto 
alle potenze di una medesima lettera il primo termine del prodotto 
non è soggetto a riduzioni e contiene necessariamente la piò alta 
o la più bassa potenza della lettera principale , cosi viceversa quando 
i due polinomi , dividendo e divisore , sono ordinati rispetto alle po- 
tenze aecrescenti o crescenti di una medesima lettera, il primo ter- 
mine del dividendo dee necessariamente risultare dal primo termine 
del divisore pel primo termine del quoziente ordinato allo stesso 
modo. Dividendo perciò il primo termine del dividendo pel primo 
termine del divisore , secondo la regola per la divisione de’ mono- 
mi , si otterrà il primo termine del quoziente. Moltiplicando il di- 
visore pel termine ottenuto del quoziente , si ha il primo de’ pro- 
dotti parziali de’ quali dev’ esser composto il dividendo. Per conseguen- 
za , sottraendolo dal dividendo , il resto conterrà i prodotti che ri- 
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snitano «lai divisore moltiplicato {ler tutti gli altri termiui del quO' 
zienic. Questo resto adunque dev' esser considerato come un nuovo 
dividendo , il (juale trovasi ordinato pure rispetto alla stessa lettera 
del divisore. Si dividerà il* primo termine di questo secondo divi- 
dendo pel primo termine del divisore , e si otterrà il secondo ter- 
mine dei quoziente. Moltiplicando il divisore pel nuovo termine ot- 
tenuto , c sottraendo il prodotto dal secondo dividendo , si otterrà 
un resto che dovrà esser considerato come un terzo dividendo sul 
quale converrà operare nel modo stesso. Si rileva facilmente che 
con questo procedimento si vengono a toglier dal dividendo i di- 
versi prodotti parziali de’ quali è composto. 

Da quanto si è detto risulta la seguente regola per la divisione 
de' polinomi. 

òV ordinano i due polinomi rispello alle polenze decrescenli o 
crescenti di una medesima lettera ; si divide il primo termine del 
dividendo pel primo del divisore ; si moltiplica il divisore pel 
termine ottenuto del quoziente , e il prodotto si sottrae dal divi- 
dendo ; si divide il primo termine del resto pel primo termine 
del divisore , e si ha il secondo termine del quoziente. E cosi , 
continuando a divider sempre il primo termine dei resti succes- 
sivi pel primo termine del divisore , si otterranno tuli i termini 
del quozieìite. 

L' operazione si dispone come nella divisione de' numeri. Per ren- 
der più faeili le riduzioni , i prodotti successivi del divisore pe’ ter- 
mini del quoziente che debbono esser sottratti da’ rispettivi dividendi 
parziali , si scriveranno co’ segni cambiali. Ecco un esempio. 


Di\i(Icntlo Divisore 

— Ga^-hl-ia-^b— U)ii'^b*-h %a*b' 

— — — 3^* ^»uoi. 

— 20abi-i-3b^ 

— l3a-^A+33«3^« — 2ja^b^-+- ^ab^ 


— 9a3^*H-2to*P— I5flM-+-3A5 
-H Oa^b ' — 2 la*i^-(- — 3i® 


0 


I polinomi si trovano già ordinati ; in caso diverso bisognereblie 
ordinarli scrivendoli di bel nuovo. Dividendo il primo termine 6a* 
del dividendo pel primo termine Za' del divisore , si ha 2a* per 
primo termine del quoziente. Si sottrae dal dividendo il prodotto 
del divisore per questo termine del quoziente , il che si fa scri- 
vendone i termini col segno cambiato sotto il moltiplicando , e fa- 
cendo le riduzioni. Si ha cosi il primo resto che si considererà per 
un nuovo dividendo. Diviso il suo primo termine ì'6a*b pel primo 
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fermine del divisore , si ha il secondo termine del quoziente ; e 
operando còme col primo termine , si ha il secondo resto 
— 9a’d*-+-21o*d’ — ec. Dividendo il primo termine di questo resto 
pel primo termine del divisore , si ha il terzo termine — 3d* del 
quoziente. E sottraendo dal terzo dividendo parziale il prodotto di 
questo termine pel divisore, si ha un resto nullo. In conseguenza 
2a*-+-5ai — 3Ó* è il quoziente esatto. 

41 . Se i coeQicienti della lettera principale sono complessi (n° 32), 
si seguirà la stessa regola ; e la sola differenza che si presenta 
nella esecuzione è , che siccome per dividere il primo termine del 
dividendo pel primo termine del divisore fa d' uopo dividere il 
coefficiente del primo per lo coefficiente del secondo , la divisione 
di questi coefficienti che son polinomi dev’ esser fatta a parte.' 

Si tratti per es. di dividere il polinomio 


(6«*+W— 6à«)x*H-(7a’-t-13a*à — a6*-hi^)x 

— 3oM-2a*4-t-4<i*à* — 


per 


(Sa— 2i)x-+-Sa*— . 


Per comodità scritti in colonna i diversi termini de' coefficienti com- 
plessi , r operazione si farà come qui si vede 


/-4-6a» 

x*-H 7a® 

X — Sa* 

\-*-5aà 

-j-ISa*^ 

H-2a’i 

DivU). / — 6à* 

— ai’ 

-|-4a*i* 

( 

i> 

— 2ai» 
~h M 

— 6a« 

X*— lOa* 

X 

— Saà 

-f- ■ia’à 



— 2aAe 

— 15a*i5 
-f- 6a6* 

— iòi 



— Sa» 

X — Sa* 


-1- 2a»à 

-+-2a*i 

2.’ Dlvid. 

-4- Sai* 

-i-ta*i* 


— 2i» 

— 2ai* 
+ 6i. 


-t- Sa* 

x-4-5a* 


— 2a*i 

— 2a*i 


— Sai* 

-4- a*i* 


-h 2i* 

— 5a*i* 
-t-2ai* 
— M 


-t-3^ 


6 a*- 4 -Saà— 6 A’ 
I— 6a*-t-4ai 



Divisore 


Quoiirnle 


4.“ Diivjione pariial*. 

Sa— 2à 


9aA — 6à* 
— 9aà+6à* 


2a-HSà 


2 * Dteiivon* pariiale. 


— 3a*-t-2a»4+-Sai* — 2à» 
-i-Sa*- 2a*i 


-+-Saà*— 2àS 
-i-Soà*-i-Sà5 


Sa— 2à 
— a*-t-i* 
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42. Merila di esser considerato il caSó in cui il dividendo con- 
tiene qualche lettera che non si trova nel divisore. Vi è allora van- 
taagio nell' ordinare il divisore rispetto a questa lettera, perchè cos'i 
riducesi l'operazione a dividere separatamente ciascun coefficiente dì 
questa lettera pel divisore. In enetti il quoziente dovendo conte- 
nere la lettera principale con le stesse potenze con cui si trova nel 
dividendo, ogni coefficiente del quoziente moltiplicato pel divisore 
dev' esser uguale al corrispondente coefficiente del dividendo. Sia 
per esempio da dividersi 


per 2rt — ò. Dividendo ciascun coefficiente per 2a — b si trova per 
quoziente 

(2a-t-4)x3-i-(a*— — 4*)x-4-at-. 

43. Se nel corso dell'operazione si perviene a un resto, il cui 
primo termine non è divisibile pel primo termine del divisore, la 
divisione esatta è impossibile. Sia data la seguente divisione: 


2x*— ex*— 5a*x’ — a*x-t- a-t 2x’ — 5ax-t- a* 

— 2xt’-hSax^ — a^x* 

x*-r-2ax-(-2a* 


1’ resto 

-)-4ax*— 6a*x*— a*x-J- a^ 


— 4ax3-)-10a»x* — 2a*x 

2" resto 

-4- 4a*x* — 3a*x-t- a* 


— 4a*x*-i-10a5x — 2a^ 

3* resto 

7a*x — a-4 


Pervenuti al terzo resto , non si può andar più innanzi , perchè il 
primo termine 7a’x non è divisibile per 2x* primo termine del di- 
visore. Per avere il quoziente esatto , vi si aggiunge , come ne' nu- 
meri , un’ espressione frazionaria che ha per numeratore il resto e per 
denominatore il divisore. Si ha in questo caso 


2x^ — ax* — 5a*x* — a*x-+-a* 
2x* — 5ax-+-a* 


= x*-f- 2ax -t- 2a* 


7a*x — a* 
2x*— 5ax-+-a* ’ 


la quale trasformazione è spesso vantaggiosa. 


44. Ecco alcuni criteri per giudicare se la divisione si può far 
mttamente : cioè se esiste un polinomio composto di un numero 
limitato di termini che moltiplicato pel divisore riproduca il divi- 
dendo. 

1° Allorché il dividendo e il divisore sono ordinati rispetto 
alla medesima lettera , bisogna in primo luogo osservare se il pri- 
mo e l'ultimo termine del dividendo sieno rispettivamente divisibili 
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pel primo ed ultimo termine del divisore , essendo impossibile che 
U divisione si faccia esattamente quando questa condizione manca. 
Ciò dipende da che i polinomi si possono ordinare rispetto alle po> 
tenze decrescenti o crescenti di una medesima lettera , e quello che 
è primo termine in un caso diventa l’ultimo nell'altro, o al con- 
trario. L’inversa di questa proposizione non è vera. 

2" Siccome la stessa osservazione vale per ciascun dividendo 
parziale , così quando nel corso dell’ operazione si arriva a un resto 
il cui primo termine non è divisibile pel primo termine del divisore, 
la divisione esatta è impossibile. 

3* Quando i polinomi sono ordinati secondo le potenze decre- 
scenti di una medesima lettera si deve arrivare necessariamente ad 
un resto nullo, o ad un resto il cui primo termine non è più di- 
visibile pel primo termine del divisore. Difatti in ogni resto dimi- 
nuendo almeno di una unità l’esponente della lettera principale, 
quando non si arriva ad un resto nullo , si dee necessariamente 
trovare un resto in cui il primo termine contiene la lettera princi- 
pale con un esponente minore di quello che ha nel divisore , e per- 
ciò il primo non e divisibile pel secondo. 

4° In ogni divisione si sa anticipatamente qual è il minimo o 
massimo esponente della lettera principale nel quoziente. Per cui , 
se arrivati a questo termine non si è avuto un resto nullo , è segno 
che la divisione esatta è impossibile. 

S“ Se nel divisore vi è qualche lettera che non si trova nel 
dividendo , la divisione esatta è impossibile ; perchè non può esi- 
stere un polinomio che moltiplicato pel divisore vi faccia scompa- 
rire una ilelle lettere. 


ART. VI. 
Delle cguagliame. 


43. Ogni espressione algebrica composta di due parti separate 
dal segno = , si dice eguaglianza. Le parti suddette si chiamano 
membri. L’espressione 3a'd — )ic‘d=-2a<P — 4dc* è un’ eguaglian- 
za; la parte a sinistra è il primo membro , quella a destra il tecondo. 

Allorché in una eguaglianza vi sono una o più quantità che deb- 
bono determinarsi aitincnè i due membri riescano uguali , l’ egua- 
glianza si chiama più particolarmente equazione. Quando le parti 
separate dal segno = sono espresse nella stessa maniera , o non 
sono che una medesima espressione sotto forma diversa, 1 egua- 
glianza si chiama ticl<?nAVà. Per esempio a* — d* = (a-t-d)(o — b) 
e un’ identità , perchè i due membri riescono eguali , qualunque va- 
lore si dia alle lettere a e b. 

Le trasformazioni principali che si possono fare sulle eguaglianze 
dipendono da’ seguenti assiomi. 
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ÌG. In un eguaglianza aggiungendo o soKraendo ad ogni mem- 
bro la stessa quantità , le somme o i residui che ne risultano sa- 
ranno eguali. 

Questo assioma ha un grandissimo uso , polendosi passare un 
termine da un membro all’altro, sol che vi si cambi il segno. Por 
esempio nell’eguaglianza lax — '5bc = 2bx -‘ra* , aggiungendo ad 
entrambi i membri '5bc , e sottraendo 2bx , si avrà : 
lax — '6bc-^'àbc — 2bx = 2bx à‘ ->r'^bc — 2bx , ovvero, riducen- 
do i termini simili, lax — 2bx—a^-^obc. Con questa operazione 
il termine — Gbc si è portato nel secondo membro, e il +2bx nel 
primo: e ad entrambi questi termini si è cambiato il segno. Perciò 
in ogni eguaglianza si può cancellare un termine da un membro, 
purché si scriva nell'altro col segno cambialo. 

Risulta da ciò , che si può anche cambiare il segno a tutti i ter- 
mini senza distrugger 1’ eguaglianza ; perché ciò riduccsi a portar 
tuli’ i termini del secondo membro nel primo, e viceversa. 

47. Moltiplicando o dividendo ciascun membro per una medesi- 
ma quantità , i prodotti o i quozienti saranno eguali. 

Con la moltiplicazione di tutta l’eguaglianza per una medesima 
quantità si possono Tare sparire le Trazioni. Per esempio se si ha 
2 1 1 

— ax — -aò = a“ — — bx, moltiplicando ogni termine per 6, che 

3 A A 

è il prodotto di tutti fattori diversi che entrano ne’ denominatori , 
si ha 4<7ar — 3ai = 6a“ — Zbx. 

Con la divisione di tutta l’ eguaglianza per una stessa quantità si 
può liberare un termine da un fattore. In effetti l’eguaglianza 

lax = 2b' — ac, divisa per la, dà a= • 

Il cambiare il segno a tutti i termini di un’ eguaglianza corri- 
sponde a moltiplicare tutta l’eguaglianza per — 1. 

48. Se si hanno due o più uguaglianze , si potranno sommare 
o moltiplicare tutti i primi membri fra loro , e lutti i secondi fra 
loro : le somme o i prodotti saranno eguali. Parimente in due egua- 
glianze la differenza o il quoziente dei due primi membri é uguale 
alla differenza o al quoziente de' due secondi. 

ART. VII. 

Delle ineguaglianze. 

49. In’ espressione algebrica composta di due parli separale dai 
segni > o <; forma una ineguaglianza ', tale é per es.a* — 

la quale indica che il primo membro c maggiore del secondo. Quan- 
do si tratta di determinare una quantità in modo che l’ ineguaglianza 
abbia luogo , si ha una ùieguazione . 


Digitized by Google 



( 2*) 

Sulle iueguaglianze si possono con piccole modilìcazioni eseguire 
le medesime operazioni elle sull' eguaglianze ; bisogna solo badare 
se r ineguaglianza resta o no nel medesimo senso , cioè se deve 
conservarsi o cambiarsi il segno d' ineguaglianza. 

50. Si può a' due membri d’ un’ ineguaglianza aggiungere o to- 
gliere una medesima quantità , e lasciare lo stesso segno d' inegua- 
glianza. 

In effetti se si ha a'>b, sarà anche a±c>-i±c.- In virtù di 
questo principio si può trasportare un termine da un membro al- 
l'altro col segno cambiato: quindi da 2a — 3c]>2(^si può passa- 
re a 2a>2a-+-3<;, perchè ciò equivale ad aggiungere + 3c , ad 
entrambi i membri. 

51. Avendosi a>6, si ha evidentemente 6<^a. Se si traspor- 
ta 6 nel secondo membro e a nel primo, si avrà — a<C. — à; cioè 
cambiando i segni a tutti i termini di una ineguaglianza si deve 
cambiare il segno d' ineguaglianza. 

52. Da a>i, si ha a— d>0, e da 6 da si ha d — a-<0. 
Ma essendo a>6 , a — 6 sarà una quantità positiva e 6 — a una 
quantità negativa. Perciò volendo esprimere con simboli che jÌ è 
una quantità positiva, e B una quantità negativa , si scriverà 
.r/>0, B<,0. 

53. Se si moltiplicano o dividono i due membri di un inegua- 
glianza per una quantità positiva , i prodotti e i quozienti che ne 
risultano rimangono ineguali nel medesimo senso. 

In effetti se si ha a ed m è una quantità positiva intera o 
frazionaria, sarà a — 6 una quantità positiva, come è ma — mò. 
Perciò ma >• mi. 

Queste operazioni sogliono avere lo stesso oggetto che sulle ugua- 
glianze , quello cioè o di fare sparire i denominatori , o di libe- 
rare un termine dal suo coelEciente (n° 47). 

Quando poi si moltiplicano i termini per una quantità negativa 
si cambierà il segno d' ineguaglianza. In effetti moltiplicare per una 
quantità negativa equivale a moltiplicare tutt'i termini per la stessa 
quantità presa positivamente , e poi a cambiare il segno a tutti 
i termini. Or questa seconda operazione esige che si cambi il se- 
gno d'ineguaglianza (n’’32). 

34. Coi mezzo delle indicale regole, dalle ineguaglianze 
a c a ^ a a ^ e . . , a d 

T>T’T>7> T>-d 

cioè , quando due frazioni son disuguali, se i denominatori sono 
uguali , i numeratori sono disuguali nello stesso senso ; se sono 
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uguali i numeratori, i denominatori son disuguali in senso contra- 
rio ; e se i termini son tutti disuguali , invertendole bisogna cam- 
biare il segno d' ineguaglianza. 

So. Se si hanno molle ineguaglianze 
«> A , o' > 4' , o" > 6" ,... saràa -t- a' + ... > 6-^6' +6"... 

In elTctli le diflerenzc a — 6, a' — 6', ec. sono positive, e quindi 
anche la loro somma a -t-a'-4-o".... — ( A-f-A' -t- A" -(- ... ) sarà 
una quantità positiva; il che pruovu la proposizione enunciata. 

56. Se a,a' ,a" A,A',A".... sono quantità positive, e sj ve- 
rificano le ineguaglianze 

c>A, a'>A', a">A",... 

sarà anche aa'a" ... > AA'A''... 

In effetti i prodotti 

{a — b)a'a".... =aa'a".... — Aa'o".... 

6(a'—6')a"....=6a'a".... — 66'a".... 

AA'(o"— A") .... =AA'a".... — AA'A".... 

saranno tutti positivi ; e perciò la loro somma 

aa'a"... — AA'A'... 

sarà una quantità positiva, e aa'a" >>AA'A''... 

ART. Vili. 

Delle frazioni algebriche o lellerali. 

57. Ogni espressione, la quale presenta l'indicazione di una di- 
visione da farsi o che ha la stessa forma delle frazioni numeriche, 
si chiama frazione algebrica ( n° 35 ). I nomi di termini di una 
frazione , numeratore e denominatore hanno nelle frazioni algebri- 
che Io stesso significato che nelle numeriche. 

Se i termini di una frazione si riguardano come numeri interi , 
una frazione algebrica non risveglia altra idea che quella annessa alla 
frazione numerica , e quindi le operazioni si eseguono come nelle 
numeriche. Le formole del n° 13 rappresentano tutte queste diverse 
operazioni , e per effetto della generalità con la quale sono indi- 
cati i risultamenti , si scoprono piò -prontamente le proprietà de' nu- 
meri che vi hanno relazione. Di piò la riduzione di una frazione 
alla sua piò semplice espressione mediante la soppressione de' fat- 
tori comuni, essendo un’operazione indipendente oa’ valori partico- 
lari de’ termini che compongono la frazione , sarà applicabile an- 
che alle frazioni algebriche. 

El. di Alg. 
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58. Le frazioni nlgobrlclic inonomie presenlano ima par(icolari(à 
clic merila di esser considerala cd è quella di far conoscere a 

colpo d'occhio i fallori comuni. In falli la frazione , essen- 


do o’d* un fallore comune de’ suoi termini, riducasi subilo a 


3«e 

u^a 


Paritnenle la frazione — si ridure a Se avverrà clic 

c 

tulli i fallori del numeratore si trovino nel denominalore , si scri- 
verà r unità nel numeratore : perciò si riduce a — ^ — . 

' i)a'^6»c -òuù^c 

Si vede dunque che per ridurre una frazione algebrica monomia 
alla sua più seiiqilice espressione , bisogna : togliere i fattori co- 
muni da' coefficienti secondo le regole dell' Aritmetica , sopprimere 
le lettere comuni che hanno lo stesso esponente, e dare alle al- 
tre comuni un esponente eguale alla dijferenzn de' loro esponenti, 
scrivendole dove si trova la lettera con l' esponente maggiore. 

(luando i termini son polinomi , la riduzione alla ]iiù semplice 
espres.sione dipende dalla ricerca del massimo comun divisore fra 
due polinomi, di cui si parlerà in seguilo. 


ó9. Quesla particolari la riduce il calcolo delle frazioni algebricbo 
ad un maggior grado di scmplicilà. In effelli si ha 

a I a a ad da c ah a 

h ' ù d al) b ' ò ' 6 tc c ’ 
che sono i risullameuli conlenuli nelle formolo fS) e (9) del n“ 13. 

Scoprendosi pronlamcnle i fallori comuni de'diversi denomiralori, 
la riduzione^ allo slesso denominatore si esegue con la massima fa- 
cilità. Perciò si ha 


2m* mn 
'iu'b bué* 


VI 

'labe 


c viceversa si ottiene 


mp f^bcdm’-\-2ncdmn — ^ahdpq-^-hnbcmp 

ittbd ì'Za'b'cd 


o* — ^ab-\-bc 
'Àav 


Lsscndo — : ~ 
0 d 


rz’ ^nb le. 

2oc 2ac ’^ac 

a ' • 


e 

7 


ad 

- , Sara 


a Zh 

Hc~ 2^ 


6 

Za 


abed 

nb 

cd 

a c 

a 

m 

7 

d 

tìttijjq 

— X. 

ìnn 

JA 

n q 

b d 

« 

T 

c 

p 
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QKÌndi si vede che le operazioni sulle frazioni si eseguono con 
le stesse regole , anche quando le lettere con le quali sono espressi 
i termini delle medesime non fossero numeri interi , ma frazioni. 
Ecco alcune trasformazioni per esercizio di calcolo : 


ab 


1 " 


ab 


I 


a — b a-‘r ' 
~b~ 

2a/t—b' 


O" 


2 ct / — 4 * \( , \ 

^ ^ A 4. ) {a — bf{a^b)' 


u'b' 


=(^y=(T-y(i-)=(T-4)- 


Quest’ultimo esempio fa conoscere come una slessa espressione si può 
inetler sotto molle forme , tulle egualmente semplici. E di grande 
utilità lo esercitarsi a queste trasformazioni , perciò che spesso col 
cambiamento di forma di un espressione appariscono tra le quam 
tilà che la compungono delle relazioni feconde di risullamenti im- 
portanti. 


60. Finora si son considerati i polinomi, i cui termini, almeno ri- 
spetto alla forma, erano interi. Ma se anche contenessero termini 
frazionari , la moltiplicazione e la divisione si farebbero con le me- 
desime regolo. Ilisogna solauiente avvertire rispetto alia divisione 
che potendosi nel quoziente aver termini frazionari , si può sem- 
pre esprimere sotto forma di frazione il ([uozientc della divisione del 
primo termine del dividendo parziale pel primo termine del diviso- 
re, e perciò la divisione si può prolungare indeliniiamentc. 

I polinomi di cui più spesso si fa uso sono quelli che sono in- 
teri rispetto alla sola lettera secondo la quale sono ordinati, come 
sarebbe il polinomio 


3 , 2n4 

4 c 






il quale , essendo intero rispetto ad x , si può , secondo si è già 
detto al n” 32 , indicare per ~>r Hx' Cx^ -t- oc. 

Quando vi è bisogno di scriver molli di questi polinomi , per 
conservare una certa analogia fra le quantità che entrano nello 
st«>ssn modo in due espressioni diverse , si adoperano le stesse let- 
tere , distinguendole con gli accenti o apici. IVr es. altri polino- 
mi ordinati per rispetto alia x dovrebbero essere rappresentali per 


/ 
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+ B'x^ + C'x' + ec. , yV B"x^ + f"x’ +ec. Le 
>/", A"' , ec. si debbono considerare come quantìtà diverse fra loro, 
e si leggono y/ primo , y/ tecondo , ec. Per gli accenti si segue 
la numerazione romana, aliinchè non sieno confusi con gli espo- 
nenti ; perciò si scrive A "' , A' , A" y/ "). In quest' ultimo caso 

la lettera n si rinchiude tra parentesi per la stessa ragione. A que- 
sta scrittura incomoda , quando le quantità da rappresentarsi con 
la medesima lettera son molte , suol sostituirsene un’ altra, e si scrive 
y/,, y^,, y/, , A^, cc. , in vecc di A' , A" , A'" , A" , ec. 1 nu- 
meri posti al di sotto delle lettere sogliono chiamarsi indici. 

61. Siccome la moltiplicazione de' polinomi a coefficienti frazio- 
nari non presenta alcuna difficoltà , ci limiteremo solamente a dare 
un esempio di divisione. 


2 4a 
« 3 b 


a 


ax 


7a' 

~ 

2o* 


-o X -t- - a 


2 1 S 1 

-X* + - ax’ -h - a'x’ — a’x-^-a‘ 

j «> j 2 


3*® 


> , . 2 , 

-a X 


- - a’x’ — - a’x -H - a* 


ax’ 

5 


* . 1 4 

H a X a 

10 15 


4 , , Gl , 13 . 

-f- - a X — ~a’x+-—a’ 
3 *J0 30 




2,2 « 


i 


hissendo arrivati ad un resto che contiene la x elevala ad un espo- 
nente minore di quello che trovasi nel divisore , la divisione non 
può proseguirsi , se si richiede la condizione che il quoziente sia in- 
tero rispetto alla x. Allora si riduce l' operazione a convertire l'e- 
spressione 


2x5 2 4a 7n* , , I . 

—X -+- — x’ — «X -t- -a* 

a 3 a 3 2 


3x* — -rt’x 

A 
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in un altra ^uivalenle , ma composta di una parte intera e di 
un’ altra frazionaria, che è 


2 , 2 a 


4 , 61 , 13 * 

— a*x— — a’x -I- — a 
3 90 30 

3a;’ — — a*x ■+■ 

V 


In generale avendosi un’espressione frazionaria i cui termini son 
due polinomi interi per rapporto ad una medesima lettera, ed it 
massimo esponente di questa lettera sia nel numeratore maggiore 
che nel denominatore , cioè un’ espressione della forma 

o -t-ec. ìq cui ^ si può sempre per 

o'x* 6'ar*-* -t- c'x*-* -t-ec. 

mezzo della divisione convertire in un’ altra composta di nna parte 
intera e di una parte frazionaria, nella quale il^ grado della lettera 
principale nel numeratore sia minore , almeno di un unita , del gra- 
do della stessa lettera nel denominatore. ..... 

Non è inutile avvertire , che trattandosi di divisione si po- 
tevano da’ due polinomi proposti fare sparire le frazioni moltiplican- 
doli per 30a, perchè il quoziente non si altera se il dividendo e il 
divisore si moltiplicano per una medesima quantità. Ma questa ope- 
razione, la quale esige che i termini frazionari che vengono nel quo- 
ziente sieno ridotti alla più semplice espressione mediante la soppres- 
sione de’ fattori comuni , non sempre è utile ; della qual cosa si potrà 
ognuno convincere riprendendo il proposto esempio , ed eseguendo 
la divisione dopo aver moltiplicato per 30a il dividendo e il divisore. 


ART. IX. 

Potenze e radici de’ monomi. 

62. La potenza del grado m di un numero si ottiene moltipli- 
cando questo numero m — 1 volte per se stesso (n° 6). Ma nelle 
espressioni algebriche monomie entrando sempre le medesime leilere 
per fattori , per formar la potenza del grado »n di un monomio si 
dovranno ripeter gli esponenti m volle , ovvero moltiplicare gli 
esponenti per m. E osservando che le potenze di grado pwi, per- 
chè sono composte di un numero pari di fattori tutti dello stesso 
segno , sono sempre positive ( n° M ) , ne risulta che per ^vare 
a potenza un monomio bisogna: 1° elevare a polefiza il coefficien- 
te per mezzo della moltiplicazione successiva ; 2” moliiplicare gli 
esponenti delle diverse lettere pel numero che indica il grado della 
potenza; 3” dare alle potenze di grado pan il segno , e a 7“"": 
di grado impari lo stesso segno della quantità che le produce. Quindi 

(— 3a’AV)’ = — 27oW, (— 2«*à)‘= + I6a’A‘. 
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r»3. L’cslrazione della radice, essendo un’ operazione inversa del- 
r,elcvazione a potenza ( n“ 7 ) , si esegue con operazioni inverse ; 
cioè si estrae la radice da un monomio , estraendo la radice dal 
coejfìciente , e dicidendo gli esponenti di ciascuna lettera per il 
numero che indica il grado della radice. Risnello al segno , lo 
radici di grado impari conservano il segno dello quantità da cui 
derivano , o quelle di grado pari possono ricevere il segno ■+■ o 
ina potenza di grado pari può provenire da due 
hanno Io stesso valor nuinerico e difreriseono 
indi la radice quarta di lGa'é‘ , potendo essere 
-h'ià’ó, e — 2a*A , sarà indicata da ±2a^ò. 

Dunque , alllncliè da un monomio si possa estrarre la radice, si 
richiede: 1° che gli esponenti delle lettere sicno lutti divisibili pel 
numero che indica il grado della radice ; 2“ che il cm'lficienle nu- 
merico, se vi è, sia una potenza esatta del grado della radice; 
3" che se la radice è di grado pari la quantità da cui deve eslrarsi 
sin afTetla dal segno 

Quando mancano queste condiz'oni , l'operazione sarà indicata 
col segno \/ ( n“ 7 ). 

G4. Non polendo le potenze di grado pari esser mai alTette dal se- 
gno — , non si potrà mai estrarre una radice di grado pari da una 
quantità negativa. Infatti se si doinandas.se la radice quadrata di 
— a’ , si doinanderehbc una cosa impossibile , perchè nè a , ne 

i ^ 

— a, elevata a quadrato , dà — «*. Quindi V'—b,\/—a\ I/— e, 
in cui a, b, c sono quantità positivo , si chiamano cs/j/r5«‘oni’ i>«- 
tnaginnrie. Le quantità positive o negativo per opposizione si chia- 
mano reali. 

Qui bisogna ricordare (juel che si disse al n* 21 che tutte l’e- 
sprcssioni indicanti operazioni impossìbili si debbono riguardare co- 
me simboli algebrici dovuti alle combinazioni de' sogni. 

Gl». Siccome per elevare a potenza un prodotto rappresentato d i 
un monomio bisogna elevare a potenza ciascun fattore, la radice 
di un prodotto sara uguale al prodotto delle radici de’ fattori. Questa 
osservazione ci permette di scomporre la quantità sotto il radicale 
in duo fattori, de’ quali uno sia potenza esalta del grado della ra- 
dice e l’altro no; dal primo si estrarrà cn’ettivameiite la radico, e 

3 

l'altro sì lascerà sotto il segno (/. Per es. si può scom- 

3 

porre in l/27a’^Vx2«’‘f. Dal primo fattore polendosi estrarre la 
radice , si ha 

3 3 

l/o4a’^V — 'babc'\/'2.a‘‘c. 

Si |)o.ssono dunque ne’ radicali portar fuori del segno \/ tulli i fat- 
tori da' quali si può estrarre la radice. 


u — , perciò Cile i 
quantità , lo quali 
solo uel segno. Qii 
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Viceversa, in Itilli i radicali che hanno un coellìcienlc numerico 
o lellerale fuori del segno [/ , si può questo ctwllicienle passare 
sotto il radicale , elevandolo alla potenza del grado stesso della ra- 
dice. Cosi 

3 3 3 

l/27a'.2a^ = \/'ÓAa*6, 

2aVl/2À = l/ia‘c\^ó = l/Sa"òc\ 

Queste trasformazioni iu molti casi sono utili. La prima, perciò 
che tende a diminuire il numero da cui deve estrorsi la radice , 
serve a dare al radicale una forma più semplice. 

G6. I radicali ne’ quali la parie rimasta sotto il segno costa 
delle stesse lettere con gli stessi esponenti e con gli stessi cocificienti, 

si dicono simili. Cosi Sj/óV, e 2a\/b"c sono radicali simili. 

ART. X. 

Calcolo de radicali aritmetici. 

C7. I radicali entrando nelle espressioni algebriche debbono sot- 
toporsi alle medesime riduzioni che costituiscono le sei operazioni 
fondamentali. Si suppone però che le quantità sotto il radicale sieno 
positive e che il radicale sia l’ indicazione di un' operazione da farsi 
sopra un numero , il risullamento della quale sia anche un numero. 

G8. L' addizione c la sottrazione de' radicali dissimili si fa , in- 

:i 

dicandola co’ segni -t- o — . Così la somma di f/a con [/ó s’indi- 

3 3 3 3 

ca scrivendo |/a + J/?T Parimente l/a — [/b indica la diflcrcn- 

3 _ 3 

za di l/a e\/b. Queste espressioni non possono ricevere alcuna 
riduzione. 

Se poi i radicali fossero simili o potessero divenir simili con la 
trasformazione indicata al n° Gir , il radicale diverrebbe fattore co- 

3 3 3 ^ 

mime. Cosi 4al/26 4- l/lGa’ó — Sel/2a’ó diviene 

3 3 3 3 

4al/24 ■+■ 2a\/2b — Sa*c ^/24 = (6a — ì»a*e)l/24. 

G9. Pria di passare alla moltiplicazione, bisogna osservare , che 
siccome r elevazione a potenza e l’ estrazione di radice son due ope- 
razioni inverse, l’una distrugge refl'ello dell’ altra ; perciò si eleva 
un radicale alla potenza indicata dall' indice del radicale sopprimendo 

il segno. Quindi l/a~ elevalo a quarta potenza eguale ad a. 
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Ciò posto , si debbano moltiplicare due radicali dello stesso in- 
dice, per es.l/axl^ó. E chiaro che sopprimendo il radicale si 
ha ai , che è la quinta potenza di \/a X Vi- E prendendo la ra< 

5 ^ »_ 5 _ 5 

dice quinta di ab si ha ^ab ; dunque |/a x \/b e I/o?, essen- 
do tutte due radici quinte di ab , saranno eguali ; e si avrà 

8 5 5 

I/o” X V^b = \/ab. 

Con un ragionamento all’ intutto simile si può provare che 

5 _ 6 

b' 


Dunque si moltiplicano o si dividono due radicali dello stesso 
indice, moltiplicando o dividendo le quantità sotto il radicale. 
Ecco degli esempi. 

4 4 4 4 _ 

r 2 l/fl'Ax 2c = brabe l/a; 

8 8 5 8 

2* l/a'— 6* X l/a'+<!.‘ = l/ ó') = l/a*— ; 

_ 1 /^?=^ ./V=¥ _ , 


a'— A' ,/a' — b‘ , , 

= 1/ j- = l/a — b. 

a-i-/, r a-^rb 


70. Per elevare a potenza un radicale bisogna moltiplicarlo più 
volte per se stesso; e siccome la moltiplicazione si effettua sulla 
quantità sottoposta al segno l/, ne segue che per elevare a po- 
tenza un radicale bisogna elevare a potenza la quantità sottoposta 
al radicale, cioè bisogna moltiplicare gli esponenti delle lettere cne la 

compongono pel grado della potenza ( n’ 62 ). Cosi ( l/a"à )* = 

Però quando l’indice della radice è divisibile pel grado della 
potenza , dividendo l’ indice della radice viene ad elevarsi a poten- 

8 3 * 6 

za il radicale. Con questa regola si ha {\/a)* = l/ò7 In effetti \/a 
rappresenta una quantità che moltiplicata cinque volte per se stessa 

produce a , cioè i/a e sei volte fattore in a ; quindi il suo quadrato 

dev’esser Ire volte fattore in a; ma I/o" è pure tre volto fattore in 

a ; perciò I/o è il quadrato di l/a. 

Dunque si eleva a potenza un radicale , o moltiplicando gli e- 
sponentt^ della quantità sottoposta al segno radicale pel nurtiero 
che indica il grado della potenza , o dividendo l'indice della ra- 
dice per questo medesimo numero. 
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71. 1/ cslraiionc della radice, essendo un’operazione inversa del- 
r elevazione a potenza , si esegue con operazioni inverse alle pre- 
cedenti ; cioè si estrae la radice da un radicale , o dividendo 
gli esponenti della i/uantità sottoposta al segno radicale per f in- 
dice della radice da estrorsi ^ o moltiplicando per <juesi ultimo 
numero t indice del radicale. 



72. Si vede dunque che la sola moltiplicazione secondo che si 
eifettua sugli esponenti o sull’indice del radicale produce l'eleva- 
zione a potenza o l’estrazione della radice; e la divisione effettua- 
ta , quando è possibile , o sugli esponenti o sull’ indice del radicale 
produce estrazione di radice o elevazione a potenza. 

Dunque se contemporaneamente si moltiplicano o si dividono per 
un raeuesirao numero gli esponenti della quantità sottoposta al se- 
gno , e r indice della radice , il radicale non cambia valore. 

Questo principio serve per ridurre al medesimo indice i radicali 
d' indice diverso. I tre radicali 

3 i 

j / ab , V d'c , V'Hbc 

si riducono a 

:I0 3« 30 

I/P^. K/a^ , Va'’b' c'\ 

Il metodo è analogo a quello di cui si fa uso per ridurre le frazio- 
ni allo stesso denominatore. Per conseguenza l'indice comune dev’es- 
sere il più piccolo numero divisibile per gl’ indici de’ radicali dati. 

73. Quando si hanno da moltiplicare o da dividere radicali d’in- 
dice diverso , è necessario prima ridurli allo stesso indice , e poi 
effettuare le operazioni sulle quantità sottoposte al segno. Ecco al- 
cuni esempi. 

3 S 30 30 30 

V a““A“’x X Va'‘b'‘c'^ 

30 30 

= ab\/a'b'c^\ 


3 tS 13 



IX. Sieno a,b qiinnlità positive, ed w, w ,/» numeri inleri’e po- 
El. di .4!g. j 
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sitivi ; l<* rosole ilei calcolo de’ radicali aritmetici ton tutte coule- 
uute nelle furniole seguenti. 


m m m 


l/a xl/4 z=\/ab ] 

(*) 

m m 

(2) 

\/b 


m m 

( l/a )•= l/a» ; 

(3) 

n m 

/ m mn / h 

y I/o = l/a = l/a; 

(1) 

/ *n \n / ■ \» 

^•=\\/ 1/5“) = \[/ \/^J =1/^ 

(3) 

tn II firn 

l/a l/A = X^a’b". 

(6) 


Ciascuna di queste forraole comprende un teorema. La prima in- 
dica che la raaice di un prodotto è eguale al prodotto delle ra- 
dici de' fattori; la 3“ esprime che la radice di una potenza è 
uguale alla potenza della radice] la 4,* indica die si può estrar- 
re la radice il cui indice si può scomporre in fattori primi 
estraendo suecessicamente le radici di grado eguale ai detti fat- 
tori \ e che con qualunque ordine si eseguono le operazioni, la 
radice finale è sempre la stessa; e cosi per le altre. 

7ì>. E facile riconoscere che tutte le regole del calcolo de' ra- 
dicali dipendono dalla moltiplicazione de’ radicali dello stesso in- 
dice , in guisa che la (1) deve riguardarsi come la formola fonda- 
mentale da cui dipendono tutte le altre. Per ìstabilirc la suddetta 

tu _ in m ___ 

formola si è ammesso il principio che \/ a X\/ b e l/a^sonoe- 
guali , perchè tutti due rappresentano la radice di ab , il 

che ha luogo solamente quando si tratta de' valori numerici dei ra- 
dicali , siccome a suo luogo si vedrà. Questa osservazione ginstili- 
ca la restrizione posta da principio ( n" 67 ). 

ART. XI. 

Degli esponenti negatici e frazionari. 

76. Oliando si tratta di moltiplicare o dividere due quantità rap- 
presentate dalla stessa lettera con esponente diverso , basta som- 
mare gli esjionenti nella moltiplicazione e sottrarli nella dirisione. 
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Ma è evidenle che queste operazioni sugli esponenti o siono effet- 
tuate 0 sieno indicate , le espressioni che ne risultano saranno egual- 
mente proprie a rappresentare il prodotto o il quoziente. Per tal ra- 
gione , se m ed n son due numeri interi , si avrà 

(1) a-xa* = «-+-, 


Considerando la formola (2) si vedrà che la sottrazione degli 
esponenti non può aver luogo che quando m>>M. Ma è questo pure 
il caso in cui si può eseguir la divisione di a" per a* ( n" 37 ) , 
dunque se ra<«, l’impossibilità di eseguir l’operazione può esse- 
re indicata o scrivendo l' espressione sotto forma di frazione , o in- 
dicando la sottrazione degli esponenti. Per es. se deve dividersi 

a* per a", l'operazione può essere indicata per mezzo di ^ ,o pu- 
re per mezzo di a*~’. Ma per la riduzione delle frazioni alla piò 
semplice espressione si ha ® pp*" 1* sottrazione risulta 


, 1 

perciò Sara ——= a' 
o* 


‘. In generale si avrà 


— =a““*= • Dunque una quanlilà con l'esponente negati 

vo è uguale alla unità divisa per la quantità stessa con l'espo- 
nente positivo. 


Essendo -^=ia'i ^ = o*à’, si vede che una lettera si può 
passare dal numeratore al denominatore e viceversa , cambiando il 
segno deir esponente. Quindi ^ si può scrivere aò~'. Si scrive or- 


dinariamente una quantità con Tegnente negativo per presentare 
sotto forma intera un'espressione irazionaria. 

Essendo in generale cT” = — , sarà 


a«.a-- = l, 



cioè due quantità positive che differiscono solo nel segno delf e- 
sponente son due numeri inversi; e due quantità positive inver- 
se , aff'ette da esponenti eguali e di segno contrario , sono egiMli. 


77. Se nella (2) si fa »» = «, sarà — = ossia I =«* ; e 

quindi qualunque quantità affetta dell' esponente zero é uguale 
all' unità. 

Del pari che lo zero può essere rappresentato per a — a, à— à, oc. 
si può l'unità rappresentare per er , b" , ec. Quello è il mezzo 
per introdurre in una espressione una quantità senza che L'espres. 
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«ione cangi Taloro ; c questo modo di scrìver I' unità è utile por con- 
servar la traccia di una lettera o quantità clic scomparirebbe nel corso 
del caloxilo. 

7S. L’elevazione a potenza e l'estrazione di radice si eseguono ope- 
rando sull'esponente, cioè moltiplicando l’ esjKinenle nel primo caso 
( n" 62 ) , e dividendolo nel secondo { n” 63 ) . Ala quando la di- 
visione dell’ esponente non può aver luogo , 1’ estrazione di radice 
non può eseguirsi e dev’essere indicata. Ora è evidente che trat- 
tandosi d’ indicazione , si può con egual ]irecisione rappresentare 
l'operazione da farsi, sia che s’indichi l’ estrazione di radice per 
mezzo del segno |/, sia che s’indichi la divisione dell’ esponente 

scrivendolo sotto forma di frazione. Perciò [/a' e a’ son due di- 
verse maniere per rappresentare la medesima quantità. In generale, 
se m cd » son due numeri interi , sarà 

m 

(3) (a'")” = a"", =a“. (-i) 

79. Queste diverse forme, che sono uno conseguenza necessaria 
della notazione adottata, meritano di esser notate, perciò che racchiu- 
dono una qualità caratteristica della scrittura algebrica. In effetti 
essendosi l’esponente adoperato da prima come un modo compen- 
dioso di scrivere il prodotto di diversi fattori eguali (n° 3) , pareva che 
dovesse essere necessariamente numero intero e positivo. Ora le 
forme precedenti fan conoscere che l’esponente può esser zero, nega- 
tivo e frazionario. Questo segno dunque ha preso un senso più este- 
so dì quello che gli si era da prima attribuito. Ma la cosa che me- 
rita maggior considerazione è che monire questo segno ha ricevuta 
una maggior estensione , le regole del calcolo vi si applicano senza 
restrizione; cioè le forraole (I), (2), (3), (4), stabilite nella supposi- 
zione che tn ed n fossero numeri interi e positivi , si verificano an- 
cora nel caso che rappresentino quantità positive o negative , inte- 
re o frazionarie. 


80. Incominciando dagli esponenti negativi , le regole del calcolo 
vengono confermate dalle formole seguenti. 


-s 1 

1 a~'xa> — — xo»= — z=a«'', 
or or 


(PH-?) 


e q — p è la somma di y e — p\ 

oa 111 

2 o-rxfl'«= — X — = — - 

or al or+1 

e — ip->rq) è la somma di — p e — q\ 

«o 11 o' 

3 rt-r : rt-t= — ; — = — = a-r+t 

or u» or ' 
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c — p-^1 è la (liflerenza di — p e —q ; 

4" («-,)-= = 

siccome dà la regola generale. 

Fa d’ uopo osservare che con gli esponenti negativi la moltipli- 
cazione equivale a una divisione , c viceversa ; del pari che la som- 
ma di a e — b equivale ad una sottrazione e viceversa. Cioè , 
come nel senso più esteso e generale l’addizione comprende la sot- 
trazione (q° 24), così la moltiplicazione comprende anche la divisione. 


81. Per verificar le regole degli esponenti, allorché sono frazio- 
nari positivi o negativi , basta far conoscere che ì risultamenti che 
si ottengono facendo uso della regola generale , cioè di sommare 
gli esponenti nella moltiplicazione , sottrarli nella divisione , ec. , 
sono identici a quelli che si otterrebbero sostituendo i radicali agli 
esponenti frazionari. 

i » 

1" Si cerchi il prodotto xa^ . Secondo le regole degli 

i 1 --f-- - *+— ~ 

esponenti interi si ha o* x = a* * =a’*= a ‘* = a. a**. 
In effetti rimettendo i radicali si ha 

1 * 5 3 15 15 15 15 L 

a*x a® = j/a’xl/a»==l/^. l/a'° = l/a'“= al/a* = a. a'*: 
risiiltamento identico al primo. 

5 ^ 

2" Si debba dividere a** per a® . Facendo uso delle regole , si 

5 e 30 

» 3 7 - /rirr ,» 7 

l/a 


ha a" a®®. Infatti 


. a" 


5 

l/«’ 


30 


^ = l/a^= a'“. 


_£ 

1 


Generalmente, si debba moltiplicare a" per a ; il prodotto de- 

fn p m^—np 

v’ essere a" ’ = a"^.Edi fatto 


1 "V 

= 1/ a"*X =l/a"»-*r = a 


S'' Si debba a elevare alla quarta potenza ; dovrà secondo 

/ IV 1* 2-fi i 

le regole aversi \a’ / = a®= a ® = o’a* . E di fatti 

/ 5 \ i 5 5 i 

\l/a‘) = l/a'* = a* l/a* = a’, a* . 
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I 

V Si debba estrarre la radice quinta da ; dico cbe si avrà 
s 


E in effetti 


- / 3 ts_ ± 

y = |/a* = a'\ 


Generalmente , si debba a ” elevare all’esponente — — ; dico cbe 


_ mp 

il risultamento sarà a Perchè 



mp 

t 

= = a 

in/0 

nq 

a 

Or le regole del calcolo de’ radicali essendosi dedotte con ragio- 
namenti indipendenti dalla natura degli esponenti , ne segue che gli 
esponenti frazionari vanno soggetti alle stesse regole di calcolo fis- 
sate per gli esponenti interi e positivi. 

Dunque le forinole (I), (2), (3), (4), in cui sì suppone essere a un 
numero, si avverano ancora quando m ed n sono numeri frazionari e 
quantità negative. 


ART. XII. 


Teoremi sui numeri, dipendenti dalla notazione algebrica. 


82. Sieno a, b, c, d, — i, k, / le n cifre di un numero in- 
tero A', a partir dallo destra; questo numero sarà rappresentalo 
per mezzo delle sue cifre moltiplicale per le successive potenze di 
10 ; e si avrà 


N= a-+- 104-+- 10*c -(- I0V-+-....+ -t- 10»-'/ (1) 

Dividendo questo numero per una qualche potenza di 10, per es. 
per 10* , acquisterà 3 cifre decimali ; e scrivendo in ordine con- 
trario , si avrà 
N 

10*-4/4-10*-*à-t-10"-6i-+-....-t-d-+-10- *(M-10-*à-(-10-Sa. 

10 ^ 

Quindi un numero contenente m cifre decimali può essere rap- 
N 

presentato da , essendo N numero intero. 
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83. Se il numero N si divide in cinssi di m cifre a partir dalla destra , 
e si chiamino A , B , C , D,.... i numeri contenuti iu ciascuna ellisse e 
considerali come un numero solo , quel numero sarà rappresentato da 

10”4- <7. (2) 

I numeri A, B, C, D,... possono avere una, due, . . . m cifre, e cia- 
scuno occupa m posti , eccettuato I’ ultimo che occupa tanti posti quante 
sono le sue cifre. La formula (2) fa conoscere che la divisibilità di un 
numero per un divisore qualunque di 10" dipende da A , cioè dalle 
m ultime cifre a destra. 

84. Una frazione decimale periodica , in cui il periodo occupa 
m posti , e le cifre di esso considerale come intere danno un nu- 
mero espresso da i , sarà rappresentata da 

k k ^ k ^ k _ 

1Ò«~^ 10*"”*” ' ' 

8ì5. Essendo n un numero qualunque , 2n sarà necessariamente 
numero pari , e 2« ± I numero impari. Non vi è numero intero 
che non si trovi compreso nelle due formule 

2» , 2» rt 1 , 

la prima pe‘ pari e la seconda per gl' impari. Ma vi sono più ma- 
niere di rappresentar tutti i numeri interi con un numero limitato 
di formule. Così le formule 

3n , 3»-|- 1 , 3«-t-2; 

4«, 4t*-t-l, 4n^2 , 4w-t-3; 
ec. 

sono egualmente adoperate secondo le occorrenze per rappresentare 
tutti i numeri interi. Le formole di cui più spesso si fa uso sono 
quelle relative ai moltiplici di 4 ; e siccome il numero che precede 
4n è 4n — 1 , in vece di 4n-|-3 si può adoperare 4n — 1. Quindi 
nascono due classi di numeri impari ; alcuni della forma 4n-|-l , 
altri della forma 4n-^3 o 4/» — I. 

I numeri impari relativi a' moltiplici di 6 sono compresi nelle tre 
formole 

1 , 3 , dn o ^ 

e siccome la seconda ha per divisore 3 , ed alla terza , col cam- 
biar n in n — 1, si può sostituire 6rt — 1 , ne segue che ogni nu- 
mero primo , ad eccezione di 2 e 3 che sono divisori di 6 , si 
trova compreso nella formola 

6n ± I . 

Però non ogni numero dato da questa formola è primo. Per es. 
2a è della forma 6n+l e non è primo. Non si è potuto ancora 
trovare una formola che comprenda i soli numeri primi. . 

86. I numeri corrispondenti alle potenze della base 10 , cioè 
10®, IO', 10*, 10’, 10®, .... hanno sempre un numero di cifre eguali 
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all esponente più uno. Perciò il più piccolo numero di n cifre è 
10""*, e il più grande c 10' — 1. 

87. Se si hanno i numeri a, af , a" , , e il numero delle ci- 

fre rispettive sia n, n' , n" ..., sarà { n* prec. ). 

a<10», a'<10", a"<10"'.... 

IO""*, a'~ 10"'“> , a" “10*"~* .... 

e quindi formando i prodotti , si avrà (n° S6) 
aa'a"... < 10*+»+»'... 

aa'a"... ^ io»+»+«'^+ 

E facendo »-|-n'-l-«"-+-.... =« i il prodotto aa'a".... sarà mi- 
nore di lo* ed eguale o maggiore di 10*"*. ftia le cifre di 10* 
sono *-^-1 , quelle di 10*"* sono s — -t- 1 ovvero s — ( X' — 1), 
perciò il numero delle cifre di un prodotto non può esser maggiore 
del numero di tutte le cifre de’ fattori , uè minore di quel che sia 
questo numero diminuito di tante unità meno una per quanti sono 
i fattori. 


88. Sia a un numero di n cifre ; sarà 
c quindi 


» — » - 1 
a<10 , a ^ 10 ; 


in mn tn tnn — m 

a < 10 , a ^ 10 


Ma 10“' è il più pìccolo numero di rm-hl cifre e IO"’"" ha 
Win — wi-t-1 cifre; perciò la potenza wi.*‘"» di un numero di n cifre 
non può avere più di mn cifre, nè meno di mn — ni-)-l. Per es. 
la quarta potenza di un numero di S cifre non può aver più di 20 
cifre nè meno di 17. 

Sia ò un numero di p cifre da cui si debba estrarre la radice 
ni.*""®; chiamando y il quoziente intero di p diviso per ni, sia 
p=zmq -^r. Sarà 


(5 < IO 


t»7+r _ „,7+r_J 




10 


e a più forte ragione 


e qiiuidi 


, nin4*m , ^ mn 

òciO ' , / 5~10 ' 

w __ 7 H- I *•* 

yb < 10 yb ~ 


1 

IO 
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E siccome è il più piccolo numero di ^ + 2 cifre, e lOt 

m 

ha 7 + 1 cifre , il numero delle cifre à\ \/ b deve essere minore di 

L -t-2 e non minore di o+l , cioè dev’ esser precisamente 7 + 1 . 
fosse r=o , si può tare p = m{gi — l)+m; e al modo stesso 

m 

si dimostra che il numero delle cifre di \/6 07. Da ciò si con- 
chiude che la radice »j""“ del numero 6 di p cifre ha 7 0 7 + 1 
cifre , secondo che la divisione di p per m si fa esattamente o con 
un resto. Per es. la radice quinta di un numero di 13 cifre è di 
tre cifre. 


89 . Siene A a B due numeri , c si divida A per 5 , 

poi B per il resto , poi il primo resto per il secondo , e cosi si 
continui finché si pervenga a una divisione senza resto. Rappre- 
sentati per a, b, c, d, .... i quozienti , e per C , U, E... i resti, 
c supposto per fissar le idee clic E sia l' ultimo divisore che non 
dà resto; l'operazione indicata darà le seguenti relazioni: 

A==Ba-\-C, B=Cb-\-D, C = Da + E, D = Ed; 

dalle quali si deduce quanto segue. 1 “ Qualunque divisore comune 
di A e B deve dividere anche C ; dividendo B e C deve divider 
/); c in generale deve dividere tutti i resti che somministra l’ope- 
razione precedente. 2° Siccome E divide D, deve dividere anche 
C ; se divide I) a C devo dividere B ; se divide C e B , deve di- 
videre anche A ; e perciò E è divisor comune di A e B. 3 “ A e 
B non possono avere un divisore comune piu grande di E , perchè 
questo divisore se esistesse dovrebbe dividere anche E ; il che è 
impossibile. 4 " Perciò l’ultimo divisore che non dà, resto è limas- 
simo cointm divisore. Se E fo.sse eguale a 1 , il divisor comu- 
ne di A c B sarebbe 1 , ossia A e B sarebbero primi fra loro. 

Essendo 


A C B . I) C E 


■si ricava 





d. 


Un’ espressione di questa forma chiamasi frazione continua ; e la 
stessa operazione che serve per trovare il massimo comun divisore 

tra A a B , serve per convertire in frazione continua la frazione -jr- 


90 . Ogni espressione della forma a" — b" 
intero , è divisibile per a — b. 

Kl. di AIq. 


in cui tn è numero 
C 
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Questa proposìzioue è vera quando m z=2 , perciò die 
a* — 6' ={a — b){a-^ò)\ e per mezzo della divisione potrebbe ve- 
rificarsi quando m = 3, =4, ec. Ma per dimostrarla in generale, 
si divida a" — b” per a — b. Ottenuto il 
primo termine a”-' del quoziente , il resto 
si può metter sotto Informa òfa™"* — 

La quantità tra parentesi è della stessa forma 
del primo dividendo a“ — i". Per cui se 

— 4"*-> è divisibile esattamente per a — b, 
sarà anche a" — b" divisibile per a — b. Ma è provalo ebe a* — b* 
è divisibile per a — b, dunque sarà pure a' — b' \ se è a' — b' , 
sarà a* — b*\ c cosi di seguilo. 

Continuando a far la divisione si trovano i termini del quoziente 

a’«-i-\-ba”'-'^-^-b'‘<f^-^->r d’a“-*-4- ... 

che procedono con legge manifesta. Si può esser sicuro che la me- 
desima legge ha luogo per tutti gli altri termini, perchè essendo i 
resti , ossia i dividendi parziali , tutti composti di un fattore della 
stessa forma del primo divìdendo , e moltiplicati rispettivamente per 
b,b', b'..., i termini del quoziente debbono esser le potenze discen- 
denti di a moltiplicale per le ascendenti di b iìnoa^''^. Si avrà 
dunque f identità 

— = a"-* -i- a“-*A -I- -l- .... 4- ab”'~*-h A*-' ; 

la quale si può anche verìfìcarc direttamente , perchè moltiplicando 
ciascun membro per a — b, nel secondo si distruggono tutti i ter- 
mini intermedi, e resta a" — b“ , come nel primo membro. 

91. Se m è numero pari <=2n, l'espressione a*" — b*' sarà di- 
visibile per a* — ò*. In elfetli se si fa a’=a', ò* =b', quell’espres- 
sione diviene a'* — b'" e sarà divisibile per a' — b'; dunque la pro- 
posta potrà dividersi esattamente per a* — A"; e quindi avrà per 
divisori a — b, ed a-hb. 


an — i/m 

— a"+a'‘-^b 
a“-'b—b’‘ 
‘-i— •) 


92. Se m — 2n-\-\, l’espressione z» . • 

a*"+* sarà divisibile per a + b. + 

In effetti, facendo la divisione si ha per pri- i ***" 

mo resto -a*"^-l-ò*'+', il quale può scriversi hinin^k‘b>\ 


— 4(a*" — i*"). Questo resto essendo divisi- 
bile per a-t-o(n” prec. ), anche a*'*+'-i-ò*' 
stesso numero. 


sarà divisibile per lo 


93. Dalle cose precedenti risulta che se 4 è un numero intero qua- 
lunque sarà a*" — è*" divisibile per a" — à". In elfetli , fallo a" = a', 
= è', sar.à a*" — è*"* = a** — è'* ; o poiché questa seconda espressio- 
ne è divisibile per a' — è', sarà la prima divisibile per a" — 1"‘. 

Nel modo stesso si dimostra che a" -+- à" dividerà a*" — è*" se i è 
numero pari , c a‘" ■+■ 4*" se /' c impari. 
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94. Se 4=1, sarà a" — 1 divisibile por a — 1 ; e a*" — 1 , a*"+'-t-l 
divisibili anieodue per a+1. 

Dunque IO* — 1 sarà divisibile per IO — 1 cioè per 9; IO*" — I , 
e 10*"+* 4-1 divisibili per 11. Cioè, lolle le polenze di 10 dimi- 
nuite di 1 son divisibili per 9; le polenze pari di 10 diniinuile e 
le impari accresciute di 1 son divisibili per 11. 

Si ba dippiù IO*" — 1 divisibile per IO" — 1 , quando 1 è un nu- 
mero intero qualunque; e 10"-+- 1 dividerà 10*"— I se k è pari , e 
dividerà 10*" 4- 1 se X‘ è impari. 

95. La formola (1) , che rappresenta un numero N per mezzo 
delle sue cifre a , b , c , d , oc., si può scrivere 

(10-l)44-(10*-l)e+(10’-l>/4-...4-{10'-*-l)X--|-(10»-«-l)/ 
4“0 4- b -I- c -H -f- ^ / 

Essendo il numero compreso nella prima linea divisibile per 9 (n® pr.), 
il resto die dà A diviso per 9 sarà eguale a quello che dà la somma 
delle cifre a4-4-i-c4- siccome si sa ( Aritm. n“ 74). 

Supposto che n sia numero pari , lo slesso numero N può met- 
tersi sotto la forma 

(l04-l)4-h(10*-l)c-i-(10*H-l)</4-..4-(10"-*-l)4-l-(10»->-l-l)/ 
-l-a — b -f- c — </4-.. 4- ^ ““ b 

Or siccome la prima linea contiene un numero divisibile per 11 
(n“ prec.), il resto die dà N diviso per 11 è uguale a quello che 
dà a — b->rc — rf-t- .. — / ; ovvero 

C-1-C-+-.. -1-4 — (4 -4 </-+-.. -4-/), che è la differenza fra la som- 
ma delle cifre di posto impari e quella delle cifre di posto pari. 

96. Facendo le medesime trasformazioni nella formola (2) si vede che 
il numero iV diviso in classi di m cifre può assumer la forma 

-+-( 10" — 1 ) B-^ ( lo‘” — 1 ) C-i- ( IO*" — U 7) -f- .... 
jÌ B -1-6’ -)-X)-t-.... 

o l'altra 

4-(10"-+-l)/f-t-(10*"— 1)C-4-(105"»4-1)/>-I 

A —B -+-C 

La prima fa conoscere che se P è un divisore di 10“ — 1 , il resto 
della divisione di N per P si ottiene dividendo per P la somma 

4- C-f- /^ -+-... ; e la seconda mostra che se è un divisore 
di 10" -t- 1 il resto della divisione di jV per si ottiene dividendo per 
Q la differenza (y^4-C-+-...) — {B + D + ). 

Volendo dunque il resto della divisione di un numero qualunque N 
diviso per P basterà trovare la potenza 10" che divisa per P lascia 
per resto 4; 1 , divìdere il numero in classi di tn cifre , prender la 
somma de’ numeri contenuti in ciascuna classe se il resto è -1-1, o pure 
la ditlerenza fra la somma de’ numeri di posto impari e quella de' nu- 
meri di posto pari se il resto è — 1 , e in fine divider per P il nu- 
mero che ne risulta. Per es. si voglia il resto di 37978962684371 di- 
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TÌ90 per IS ; «iccorae 10^ diviso per 13 dà per resto — I , si dividerà 
per IS il numero 371 -t- 962 -t- 37 — (584 -+-378 ) = 208. Dividen- 
do 208 per 13, la divisione riesce esalta; perciò il numero proposto 
sarà divisibile per 13. 


97. Teoremi. F. Un numero primo P che dicide un prodotto AB 
dece dicidere necessariamente uno de’ fattori, A o li. 

Si supponga che P non divide De R'> P. Si divida B per P, 
c si chiami q il quoziente e B' il resto. Sarà 

B=Pq + Bf. 


Moltiplicando entrambi i membri per A e poi dividendoli 
si ottiene 


àB 

P 



per P , 


Essendo un numero intero per ipotesi , sarà anche un nu- 


mero intero. 

Siccome If è minore di P , si divìda P per D' , e si dica q' il 
quoziente , B" il resto ; si avrà 


P = q'B'-i-B"; 

moltiplicando per A e dividendo per P si ottiene 


A=q' 


AB< 

P 


~h 


AB" 

P 


AB' 


Ma dall’eguaglianza |)reccdente risulta che è numero intero 


dunque lo sarà ancora 


AB" 


Dividendo nuovamente P per BP, c 


chiamando q" il quoziente e B'" il resto , poi divìdendo P per B'", 

ec. SI dimostrerà che — JT” » — fT' ’ numeri interi. Ma 

siccome B" , D'“ , B'" , oc., perciò che sono i resti della divisione di 
P per ciascheduno di essi, vanno sempre diminuendo, e d’altronde P 
è numero primo, si dovrà finalmente arrivare a un resto eguale a I; e 

sì avrà ' p » che dev’ esser intero; per conseguenza dev’ esser 

divisibile per P 


98. Da ciò si ricavano molte importanti conseguenze. 

1. Se un prodotto di più fattori ABCDE è divisibile per un numero 
primo P, necessariamente uno de’ fattori dev’ esser divisibde per P. 

In effetti supposto che P non divida E , si dimostrerà come so- 
pra che deve dividere ABCD. Supposto che non divida I ) , dovrà 
dividere ABC. E cosi continuando , si conchiuderà che se non divido 
i fattori E, D, C, B, deve dividere A. 
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S« i faltorl sono Of^ali, il prodotto diviene A"-, c il numero 
primo P che divide A'^ deve dividere A. 

II. Se un numero P è primo ad y/, sarà primo anche ad A"; 
0 in altri termini se nou (livide A non può dividere A"". 

JII. Se il numero primo P divide il prodotto AIÌCD... di nu- 
meri primi, P dev’ esser necessariamente eguale a uno di essi. ' 

IV. Un numero non si può scomporre in fattori primi che in una 
sola maniera. 

Poiché sia un numero formato dal prodotto de’ fattori primi 
ABCD , e sia, se è possibile, lo stesso numero scomposto in 

altro modo ne’ fattori abed.... Dovrà essere ABCD =abcd .... 

Ora abed... è divisibile per a, dunque dev’ esserlo anche ABCD... 
Jla a è numero primo, come pure A,B,C,U...., perciò a dev’es- 
sere uguale a uno di questi. Siqipongasi a — A. Allo stesso modo 
si dimostrerà che gli altri fattori b,c,d.... sono eguali rispettiva- 
mente a’ fattori B,C,D Perciò ec. 


V. Se un numero N è divisibile per molti numeri primi a,b,e . . . 
sarà divisibile pel prodotto abc.... 

In effetti, essendo N divisibile per a , si ha N=aq. Poiché b 
divide TV, (leve dividere aq ; e non polendo divider a, dovrà divi- 
der q\ sarà perciò q-=zbq', da cui J\ = abq'. Cosi continuando si 

trova N = abeq" ; il che dimostra la proposizione enunciala. 

Dunque se un numero A' é divisibile per un numero non pri- 
mo P, bisogna che i fattori primi di P si trovino tutti in N. 

VI. Sia la frazione irriducilnle , sarà ^ = «. Dovendo 

0 fi u 

essere ^ un intero , b deve divider necessariamente |3 ; perciò si 


può far /3 = ^4 , c quindi ct=ka. E sicc.ome può esser anche k = l, ne 

segue che se una frazione — é uguale a una frazione irriducibile - , 

i termini corrispondenti delle due frazioni debbono essere o uguali o 
ugualmente moltiplici. 

VII. Se la frazione -^é irriducibile, tutte le sue potenze saranno 

* . . . . . o“ 

frazioni irriducibili. In cffclli se i termini della frazione — avesse- 

fym 

ro un divisore comune , il divisore che divide a"* c 4” dovrebbe 
dividere (Z e 4 , contro l’ ipotesi. 

Vili. Una frazione irriducibile -g non può esser ridotta esatta- 


mente in decimali che quando B contiene i soli fattori 2 e S rle- 

A N 

vati a una potenza qualunque. In effetti se — = , in cui A 

é numero intero sarà 

AxU)'" 

A = r. 
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Ora B essendo primo con À , dovrà dividere 10". Ma 10 non ha 
altri fattori che 2 e S , dunque B non deve contenere che questi 
soli fattori, cioè dev’ esser della forma 2".5' , o 2'.^’^, essendo 
m maggiore di p. Quindi se B contenesse oltre i fattori 2 e S un 
fattore primo con 10, non potrebbe divider 10"; c perciò la fra- 
zione proposta darebbe una trazione decimale che va all' infinito. 


99. Teorema II. Le radici de mtmeri interi non possono es- 
ser espresse da una frazione. 

In effetti se la frazione ^ potesse esprimere la radice »'"~di un 


numero intero qualunque y/, bisognerebbe che fosse uguale ad 

/! , il che è impossibile, perchè una frazione irriducibile elevata a 
qualunque potenza dà sempre una fraziono irriducibile (n" prec. VII. ) 
Dunque se il numero intero A non è potenza esatta del grado n , 
la sua radice non potrà esser espressa nè da un intero nè da una 
frazione. 


100. Le quantità che non possono esser espresse nè in numeri interi 
nè in numeri frazionari si dicono irrazionali o incommensurabili. 

Per intendere il significato di questi vocaboli si osserverà che 
gl'interi e le frazioni si chiamano quantità commensurabili, per- 
chè hanno una comune misura coll' unità , e razionali perche il 
loro rapporto o la ragione coll’ unità può esser espressa da due nu- 
meri interi. Ma se si ha si potrà divider I' unità in quante 

| >arti si vorrà , che non si arriverà mai a trovarne una cosi picco- 
a da potere esattamente misurare la quantità (/2 e l'unità. 


101. Siccome per elevare a potenza una frazione , bisogna eleva- 
re a potenza i suoi termini , per estrarne la radice bisogna estrarla 
dal suo numeratore e dal denominatore. Quindi se i termini della 
frazione non sono potenza esatta del grado n , la radice di 

questa frazione sarà una quantità irrazionale. 


102. Quantunque non si possano ottenere esattamente le radici 
de’ numeri che non sono potenze esatte del grado della radice , se 
ne può avere un valore approssimato che differisca dal vero per 

meno di una frazione Di fatto se si deve estrarre la radice n.‘^ 
P 

dal numero A , convertirà questo numero in ; ed estraen- 
do la radice dal numeratore e dal denominatore , si avrà 


Essendo /Ijr un numero, sarà sempre possibile trovare due 

numeri consecutivi r ed r-hl, fra’quali la sua radice è compresa. 
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r-4- i 


Perciò la radice di y/ sarà compresa Ira — ed 

VP 


e l’u 


o l'altro di questi valori dilTerirà dal vero per meno di 


103. Oltre gl'irrazionali che hanno origine dall'estrazione di ra- 
dici , vi sono delle quantità irrazionali di altra specie. Infatti , si 
consideri l'equazione a^ — b, e si cerchino le condizioni necessarie 
alGnchè x sia razionale. 


Suppongasi che x possa essere espresso da una frazione — 


sarà a* — b , da cui or ~ b’. Questa eguaglianza è inmossibile se 
a e b non contengono gli stessi fattori primi ( n* 98 ). Sia dunque 
a = a/>jSf e b = af' fST' ; sarà = a’r’pi ^ ; la quale eguaglianza non 
può sussistere, se non quando si ha tnp — tip‘, mq — nq', da cui 

si ricava — = — = Affinchè dunque x sia commensurabile , 

n p q \ 

bisogna che a e b contengano gli stessi fattori primi , e che gli 
esponenti deg'i stessi fattori sieno in un rapporto costante ; ed x 
sarà intero o frazionario secondo che questo rapporto sarà dell' una 
o dell'altra specie. E evidente d'altronde che questa condizione 

basta. In effetti sia ; prendendo x — — = — , 

P H 

si avrà p' — px, q' = qx , e quindi a' =z or' = af' = b . In 
tutti gli altri casi la x, non potendo esser espressa nè da un intero 
nè da una frazione , sarà irrazionale. Cos'i il valore d' x nell' equa- 
zione 1(K = 2 è irrazionale. 

Se a e £ fossero frazioni , si ragionerebbe nel modo stesso. 


104. Le quantità irrazionali , qualunque sia la loro origine, hanno 
un carattere comune, ed è che il loro valore non può esser espresso 
esattamente. Uifferiscono però nella natura secondo l'origine da cui 
derivano, in quanto che si può di rado convertir l' una nell'altra. 

Cosi i valori della x nello tre equazioni x=\/T~, x = (/a, 10^=2 
sono tre irrazionali di natura diversa. 


ART. XIII. 

Delle quantità irrazionali. 

105. Teorema. Sia [ eguaglianza À+S=^B-t-P , nella quote A 
e U hanno un valore costante e ciascuna delle quantità S e S' 
può diminuire indefinitamente, cioè divenir minore di qualunque 
quantità data; dico che A=B. 

Imperocché se ciò non fosse, sarebbe A — B=D, e quindi 
<?' — i=l), cioè 3' — l)-\-'', c perciò non potrebbe divenir mi- 
nore di Z); contro l'ipotesi. 
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106. Questo teorema , sul quale è fondalo il metodo de Umili, 
serve per estendere alle quantità irrazionali le regole del calcolo 
stabilite per le quantità razionali , siccome mostrano le seguenti ap- 
plicazioni. 

I. Sieno ed « due quantità irrazionali, ed a una quantità po- 
sitiva; dico che si avrà «"x a" . 

in effetti , sieno m' , n' due valori razionali approssimati di m 
ed n; si potrà fare 

a"Xa"=a"''xa’'4-if , a*^"=so-’+*' + J'. 

È chiaro che «' c S' sono tanto più piccole , quanlo più i valori 
di to', n' si approssimano ad w ed « ; e perciò <f e J' possono.di- 
venir minori di qualsiasi quantità data. Ora osservando che 

, perchè to' e n' sono razionali , dalle eguaglian- 
ze precedenti si ricava 

«“xa" — a™+"s=^' — S, ovvero a"‘ X a" -t- ^ 4- ; 

d’ onde rj™ x «* = «"’+n _ 

Con lo stesso ragionamento si dimostra che 

Qm 

— =«™~" , {a”)p=:a^p. 

II. Sieno TO ed « quantità irrazionali ; dico che»/x» = »XTO. 

In effetti se to' ed »' son de' valori razionali approssimali di m 

ed » , si potrà fare 

wxn=TO'XH'-l-o', nXTO = »'XTO' + if'; 

sottraendo e osservando che to'x«'=zj'xto' , si avrà 
mxn — nxm = S — J', 

e quindi 

wx« = nXTO. 

107. Merita di esser notalo , in conformità di quanto si disse al 
n” 70, come le regole dell' algoritmo, stabilite nella supposizione che 
le lettere rappresentassero numeri interi, si son man mano estese alle 
quantità negative , frazionarie cd irrazionali. 1:1 questo il carattere 
distintivo della scrittura algebrica che se ])er rendere più facile il 
ragionamento si è dovuto aver presente un ciso parlieolare , il ri- 
siiltamento è generale come i simboli de’ quali si fa uso; e di più, 
quando un segno è bene stabilito ed ha una conne.ssione intima con 
la natura dell' operazione da esso indicala , prende ila se stesso tutta 
r estensione di cui è suscettivo , essendo impossibile limitarlo al 
caso particolare che si è avuto in mira. 

Sieno perciò k, m , tu' , m" , — n, n' , ti" p... quantità reali 

di qualunque natura; a, «' , a", .... quantità positive; le regole 


Digitized by Google 



( *9 ) 

Jfl calcolo algebrico saranno luUc rinchiuse nelle TorrDole seguetali. 


A ( 4- w' 4- »»" -t- . . . . ) 

= A»i4-Aw'4-Ani"4-' .... , 

(0 

»i 4- m' -t- m" 4- • . . . 

m m' m” 

(2) 

k ~ 

A A A 

m m' m" 

m m! m" .... 

,(3) 

n n’ n” 

n «' n" .... ’ 

m m' mn‘ n' 

n 

(4) 



n n* nm m 

m 

o’. «'■ = ... 

« 

GJ) 

a'“. a"" = (aa' 

a"....)-. 

(«) 

(a")"s=:a”'» = (a")”. 


(7) 


Se m, n,p. Fossero numeri interi, queste tre ultime Formole 
avrebbero luogo anche quando a , a' , a" sono quantiU'i negative. 

Se A rappresenta un numero intero e si suppone essere 
tn — m' = m'‘ ,« = «' .... ; dalle prime tre si ha 

, , , , htn , m /m\l' m* 

fi./tm = h.km , ( — 1 = — . 

k k \n/ »i 

Dalia (fi) si ha 

ART. XIV. 

Estrazùmfi delle radici quadrala e cubica da' tìumeri. 

§. I. Kt'.raiinne della radice quadrala. 

108. Essendo l’cslrazionc della radice un' operazione inversa del- 
r elevazione a potenza , si ricaverà il metodo per estrarre la radi* 
ce quadrata studiando il modo come le diverse cifre di un numero 
concorrono alla formazione del quadralo. 

Essendo IO" = 100, 100’ =10000, i numeri di una o di due 
cifre avranno la radice di una sola cifra , c i numeri di tre o quaU 
tro cifre avranno la radice di due cifre. 

Per estrarre la radice da' numeri di una o di due cifre non vi 
è alcuna operazione da fare , e basterà solamente sapere a memo- 
ria i quadrati de' primi nove numeri , che sono : 

Numeri 1, 2, 3, A, 5, 6, 7, 8,9, 

2‘ potenza 1 A 9 16 2'ó 36 A9 64 81 

109. I numeri di tre o quattro cifre hanno la radice di due ci* 
fre , cioè composta di diecine e di unità. Ora siccome 

(a -l- Aj* =«*-(- 2aA + A* , se si suppone che a sieno le diecine del 
numero dato e A le unità, il quadrato di un numero di due cifre 

£1. di Àlff. 7 
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sarà eompoato <fi tre parti : del quadrato delle diecine , del doppi» 
prodotto delle diecine per le unita , e del quadrato delle unità. Kt 
es. si voglia il quadrato dì 47 , facendo a = 40, 4 = 7 , sarà 

o* = 1600 
2ab~ S60 
4* = 49 

somma = 2209 = 47* 

Sia dato ora il numero 2209, del quale si cerca la radice quadrata. 
Questo numero, essendo di ouattro cifre , avrà la radice di due cifre , 
cioè composta di diecine e ai unità ; in conseguenza il numero 2209 
deve contenere le tre parti del quadralo pocanzi indicate. Siccome 
il quadrato delle diecine dà un numero terminato da due zeri, cioè 
dà cenlìnaja , le due ultime cifre non possono far parte di questo 
quadralo che deve necessariamente trovarsi nelle cifre rimanenti. Si 
cerchi duntjue il piò gran quadrato contenuto in 22 che è 16, la 
cui radice e 4. Sottraendo dal numero proposto 16 cenlinaja , re- 
sta 609 che deve contenere le altre due parli del quadralo , cioè 
il doppio prodotto di 4 diecine per le unità , più il quadrato delle 
unità. Ma il doppio prodotto delle diecine per le unità dà necessa- 
riamente diecine, dunque I’ ultima cifra'di 609 non può far parte 
di questo doppio prodotto che dev* esser contenuto in 60. Dividen- 
do 60 pel doppio di 4 , cioè per 8 , si avrà per quoziente 7 rlie 
sarà la cifra delle unità del numero che si cerca. La radice del 
numero proposto è dunque 47. Per verificarlo bisognerebbe elevare 
a quadrato 47 e vedere se è uguale al numero proposto ; ma è 
più breve formare le due partì che compongono 609. A tal uopo 
si scrive il 7 a destra del divisore 8 e si ha 87 ; moltiplicando que- 
sto numero per 7 deve aversi 609. Infatti 87x7=(80-t-7)7 
=s80x7-t-7*. 

L'operazione si dispone nel modo seguente. Si scrive il numero 
come se. si trattasse di una divisione. Si staccano con 
una virgola le prime due cifre a destra ; indi si cerca 
la radice del più gran quadrato contenuto in 22, la 
quale si scrive nel luogo del divisore. Si sottrae 16 , 
quadralo di 4 , da 22, e si ha per resto 6 ; sì calano 
te altre due cifre e si forma il resto 609. Si stacca l' ul- 
tima cifra , si raddoppia la radice 4 e si scrive 8 in li- 
nea di questo; si divide 60 per de il quoziente 7 si scrive a Iato 
del divisore 8; indi si moltiplica 87 per 7 e il prodotto si scrive 
al di sotto di 609. Verificato che- questo prodotto è uguale a 609, 
si scrive T altra cifra nella radice , e si ha il numero 47 per la ra- 
dice cercata. 

WO, Da' ciò! che* si è' dello si ricava facilmente il metodo da se- 
guirsi per estrarre' la- radice quadrala da un uuinero qualunque cenv- 


22,09 
16 


60,9 
60 9 


il 

87 

7 
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fosto di più di quadro cifre. Sia per ea. il 
numero 22401289. La radice, qualunque sia, 
si può considerar sempre come composta di die- 
cine e di unità. Le due ultime cifre a destra, 
non facendo parte del quadrato delle diecine , 
si staccano ; e la quislione è ridotta a trovare 
il piò gran quadralo contenuto in 224012. ^la 
questo numero avendo più di due cifre , la sua 
radice si può considerare come composta di 
diecine e di unità ; e poiché le due ultime ci- 
fre non possono far parte del quadrato delle 
diecine . si staccano , e la quistione si riduce 
di 2240. Operando su questo numero come nel caso precedente , 
si ha per radice 47 e per resto 31. Si consideri 47 come rapjire- 
scntanle le diecine della radice di 224012 , e si operi come nel 
caso precedente; per conseguenza, calando la co|>pia seguente, 
il resto 3112 conterrà il doppio prodotto di 47 diecine per le unità, 
più il quadrato delle unità. Staccando T ultima cifra e dividendo 
31 1 per 94 , doppio di 47 , si avrà la terza cifra 3. Cosi si cou- 
linnerebbe qualunque fosse il numero delle cifre del quadrato. 

Da ciò risulta la seguente regola. Si divide il numero dato in 
classi di due cifre t una , cominciando dalla destra ; si trova 
la radice del più gran quadrato contenuto nelC ultima classe che 
può esser di una e di due cifre ; sottratto questo più gran qua- 
drato , al resto si unisce la coppia seguente , da cui si stacca 
C ultima cifra. Il numero rimasto a sinistra si divide pel doppio 
della cifra ottenuta nella radice ; si scrive il quoziente a destra 
del dicitore , e il numero clte si ottiene si moltiplica per questo 
secondo quoziente. Sottratto il prodotto dal resto intero , si ot- 
tiene un secondo resto. Poi si cala la coppia seguente , si stac- 
ca f ultima cifra a destra , e si continua con lo stesso metodo. 

111. Allorché un numero non è quadrato perfetto , si tratterà 
di trovare la radice del più gran quadrato in esso contenuto , n 
pure converrà ottenerne la radice per approssimazione. In quest' ul- 
timo caso bisogno convertire il numero dato in una frazione che 
abbia per denominatore un quadrato perfetto (a* 102). Volendo per 

esempio la radice di 2744 con un errore minore — , si moltipli- 
cherà il numero proposto per 223 quadrato di 15 , e si convertirà 
cosi in ^*^**^^ . La radice del numeratorè è 783 ; per consèguenta 
7S<S IS7 1 

“jY ® P'“ semplicemente = 32 g sarà la radice di 2744^ la quale 
differirà dalla vera per meno di 

1 9 

Sarà però sempre meglio convertir il numero dato in una fra- 


22,40,12,86 hi7i8 


«4,0 !s7 

6 0,9 7 

3 1 1,2 jW3 
2 8 2 9 I 3 

^2¥3 8,9l94tì3 
2838 91 » 


a trovare la radice 
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lione decimale che abbia por denominatore un quadralo. Osservan- 
do che i quadrati di 10 , 100 , 1000 , oc. si ottengono raddop- 
piando gli zeri, ne segue che per ogni cifra decimale che si vuole 
nella radice bisogna aggiungere una coppia di zeri a destra del 
numero proposto. 

I vantaggi che si ottengono facendo uso de' decimali sono i se- 
guenti : 1° si risparmia di moltiplicare il numero proposto pel qua- 
drato del denominatore che si vuol dare alla radice ; 2° dopo otte- 
nuta la radice si evita di far la divisione pel denominatore ; 3° si 
può continuar I’ operazione e spinger l’ approssimazione fin dove si 
Tuole , con l'aggiunger sempre coppie di zeri. 

Si cerchi la radice di 327 per approssima- 
zione. Si disponga 1' operazione come all' or- 
dinario. Dopo le prime due cifre della radice ^ 
sì metterà la virgola. L’ operazione è portala ^ 
lino a’ centesimi ; ma è chiaro che aggiungen- 
do un' altra coppia di zeri si possono ottene- 
re i millesimi , e cos'i di seguito. Ecco le ra- 
dici di 2 e 3 con 7 decimali : 


3,2 7,0 0,0 0 


3 0,0 0,0 
2 8 8 G 4 


113 6 


18,08 


28 

36 08 


1/2 = 1,4142136, K3 = 1,7320830, 

Se si ha un numero che già contiene cifre decimali , c queste 
sono in numero ìmpari , bisogna renderle dì numero pari coll' ag- 
giunta di un zero , ad oggetto di rendere il denominatore im qua- 
dralo perfetto. Volendo por es. estrarre la radice quadrata da 324,789, 
fa mestieri aggiunger prima un zero alla destra, nilinchc il numero 
proposto abbia per denominatore 10000, quadrato perfetto. Dopo 
aver trovate le quattro cifre corrispondenti al numero 324,7890, 
si può continuare V approssimazione aggiungendo altre coppie di zeri. 

112. Per estrarre la radice quadrala da una frazione, si molti- 
plicheranno i suoi termini pel denominatore che diverrà cosi un 
quadrato perfetto ; poscia si estrarrà la radice dal numeratore c dal 

3 21 

denomìnalora. Per es. la frazione — si convertirà in —, la cui ra- 
. . 4 

dice approssimata e — . 

Per avere una maggiore approssimazione , bisognerebbe convertire 

— in una frazione che avesse per denominatore un quadralo più 

grande di 49. Giova meglio però prender la radice di 21 appros- 
simata co’ decimali, o poi dividere il risiiltamento per 7 ; o pure 
convertire la frazione data in decimali, c poscia estrarne la radice. 

113. Per la buona esecuzione di questa operazione conviene to- 
ner presente quanto segue. 
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1° Se il resto unito alla prima cifra della coppia seguente non è 
divisibile pel doppio delle cifre ottenute nella radice , si scriverà 
zero nella radice e si calerà 1' altra coppia. La ragione di ciò ò 
facile ad intendersi. 

2" Esclusa la prima cifra che si ottiene con sicurezza , una qua- 
lunque delle altre che risultano dalla divisione non appartiene alla 
radice se non quando la sottrazione cui dà luogo I' operazione è 
possibile. Quindi la cifra di ciascun quoziente si scrive nella radice 
dopo aver verificato che la sottrazione può aver luogo , cioè che 
essa cifra non deve esser diminuita. 

3" Assicuratosi che la cifra ottenuta non dev’ esser minore , si 
potrà agevolmente verificare se può esser maggiore, lu efletti sia 
a il numero ottenuto nella radice fino al punto in cui è giunta l’o- 
perazione , sarà ( a + 1 )* = «* -i- 2a -t- 1 ; e quindi 
(a - 1 - 1 )* — a“=2«-f-l. Se dunque la radice a dovesse esser au- 
mentata di un’ altra unità e divenire a-h 1 , bisognerebbe che il 
resto (a -1- 1 )* — a* fosse almeno eguale a 2a -h 1 • 

4“ Ciascun quoziente non può esser maggiore di 9 ; perchè, se 
ciò potesse essere , la cifra precedente dovrebbe essere aumentata 
di un' unità. 

S” Volendo nelle estrazioni di radici seguir la regola che si se- 

f ;ue pe' decimali, quella cioè di aumentar di un’unità l’ultima ei- 
ra quando la prima di quelle trascurate è maggiore di 5 , (*) j)er 
conoscere se la cifra seguente è maggiore o minore di 5 , si osserve- 
rà che + — a’ = a-l — . Perciò se la radice a dev’essere 

aumentata di 1 , il resto dev’ essere almeno eguale ad a -f- 1 . 


114. L’operazione dell’estrazione della radice, riuscendo più penosa 
a misura che crescono le cifre della radice , si può abbreviare col se- 
guente metodo. 

Chiamando JY il numero proposto , a le cifre già ottenute nella ra- 
dice, e ó quelle che si cercano, sarà iV=(o-t-à)* , ovvero 

iV=a* d’onde Il primo membro esprime 

il resto diviso pel doppio della radice. Questo quoziente si può prender 


come eguale a 6 , qualora è minore di una unità del più piccolo or- 


dine che si vuole in à. Se per esempio si domanda ^ sino a’ centesimi 

e è una frazione di un centesimo , evidentemente si può prender il 

primo membro come eguale a 6, Questa circostanza ha luogo quando 
il numero delle cifre di a c maggiore di quelle di à ; perchè o* non 
può contenere al più che il doppio delle cifre di à ( n° 87 ) ; ridu- 
cendo a all’ uuità dello stess’ ordine di ^ , il deuominatorc avrà sem- 
pre una cifra di più del uumcratorc. Dunque quando si sono trovale 


(•) V. Trai, di Arilin. ii" 1V3. 
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più delia mela delle cifre della radice , si ollengono le altre col dividere 
il resto pel doppio del numero già ottenuto in radice. 

Si prenda per esempio il numero 73683 ; la sua radice è 271 con 
un resto 244; si possono ottenere altre due cifre dividendo il resto 244 
per 542 , il che dà 0,43; e perciò la radice cercata è 271,45. Si 

può TcriGcare che ^ è minore di . Infatti questa fraziono è 


2025 ,. . . 2025 

542UUUU ’ ovvero 


di un centesimo. 


II. Estrazione della radice cubica da numeri. 

Ilo. Le considerazioni esposte sulla composizione del quadrato, e i 
ragionamenti di cui si è fatto uso per dedurne le regole relative all'e- 
strazione della radice, possono agevolmente estendersi alla radice terza. 

In elTelti osservando che il culto di 10 è 1000 , si vedrà che 
tutti i numeri che non hanno più di tre cifre debbono aver la 
radice di una sola cifra , a trovar la quale basterà conoscere i cubi 
de’ primi nove numeri , che sono i seguenti : 

Numeri 1, 2, 3, 4, 3, 6, 7, 8, 9 

Cubi 1 8 27 64 123 216 343 312 729 

116. Pe' numeri espressi da piu di tre cifre si può la radice 
considerar come composta di diecine e di unità. Moltiplìcando(<z-4-^)* 
cioè a’-h2ab-hb‘ per a-hb, si ha (a-hb)’=a’-hSa^b-h3ab’-hb’. 
RiOettendo che il cubo delle diecine dà un numero con tre zeri alla de- 
stra , e che il triplo quadrato delle diecine per le unità dà un numero 
terminato da due zeri, sarà facile ricavar il metodo da tenersi nell’estra- 
zione della radice terza; e per renderlo più chiaro ci varremo deH'ajuto 
dell'annesso esempio. Si dispone l’operazione co- 
me per la radice quadrala ; si divide il nu- 
mero dato in classi di tre cifre cominciando 
dalla destra, in guisa che l'ultima classe'po- 
trà restare di una di due o di tre cifre. Si 
trova il più gran cubo contenuto nell' ultima 
classe che è 64. Si scrive la radice di 64 nel 
luogo destinato , e si sottrae 64 da lOo ; al 
resto 41 si dovrebbe unire la classe che segue; 
ma basterà calare la sola prima cifra che è quella che serve per 
formare la parte che contiene il triplo quadralo delle diecine per 
le unità; si divide 418 per 48, triplo quadralo di 4 , e si ha per 

J iuozìente 8 ; prima di scrivere la cifra 8 nel luogo della radice si 
a il cubo di 48 , ed essendo questo cubo maggiore di 103823 , 
si vede che la cifra 8 dev' esser diminuita di un' unità. Fatto il 
cubo di 47 , si sottrae da 105823 , e si ha per resto 2000 ; ca- 
lando la prima cifra della classe seguente si forma il numero 20008 
che deve contenere il triplo quadralo di 47 per la cifra che segue 
nella radice E cos'i si proseguirebbe se vi fossero altre terne di cifre. 
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Hiaiidando su ciò che si è dello per la radice quadrata , sarà 
facile supplire alla dimostrazione dell' esposta regola. La sola dif- 
ferenza che passa fra questa operazione e quella relativa alla radice 
quadrata consiste in questo , eoe nella radice quadrata por ottenere 
il resto di ogni operazione si formano le altre due parti del qua- 
drato cioè il prodotto delle diecine per le unità e il quadrato del- 
le unità, e la loro somma si sottrae dal resto ottenuto; e nella ra- 
dice cubica si preferisce di formare il cubo delle cifre già ottenute 
in radice , per sottrarlo da quella parte del numero dato che si è 
lino a quel punto adoperala. 


117. Volendosi l’approssimazione co' decimali , bisognerà conver- 
tire il numero dato in una frazione decimale che ha per denomi- 
nnlore un cubo perfetto. E siccome i cubi de’ numeri 10 , 100 , ec. 
si ottengono triplicando i zeri , s’ intende come per ogni cifra de- 
cimale che si vuole nella radice si deve aggiungere una terna di 
zeri. Se il numero dato contenesse già delle cifre decimali , e il 
loro numero non fosse molliplice di 3, si renderà tale coll’aggiunta 
di uno o due zeri alla destra , secondo il bisogno. 


118. La radice terza delle frazioni si estrae moltiplicando prima 
i suoi termini pel quadralo del denominatore , e poi estraendo la 
radice prossima dal numeratore e la radice esatta dal denominatore. 


.. 3 


Per es. se si vuole la radice di - , si moltiplicheranno i termini di 
questa frazione per 49 e si avrà , la cui radice prossima ^ y • 


Per aver maggior approssimazione , si potrebbe approssimar la ra- 
dice di 147 coi decimali e poi divìderla per 7. Ma allora, come 
sempre , è più utile convertire la frazione data in decimali , e poi 
eslrarne la radice terza (*). 


(■) Uiivendosi , prr opii nuova cifra della radice, formare il cubo del numero 
ollenutu e il triplo quadrato di esso, il calcolo diviene tanto più lungo e nojoso 
quanto più s’inoltra rupcraziooe. .Siccome il pregio princifiale ne’ calcoli numerici 
sta nella brevità, e questa si ottiene regolando il caleolo secondo un sistema uni- 
forme , scoiiiponendo le operazioni in altre piu semplici , e facendo ebe nessuna parte 
del calcolo precedente vada perduta ; non sari inutile mostrar un’ applicazione di 
queste massime al calcolo della radice terza de’ numeri. Sia a il numero già otte- 
nuto nella radice e ò la nuova cifra trovala ; i due numeri che bisognano per pro- 
seguir l'operazione sono ( tOo-t-ò )3 e 3 lOo-t-S )*. In questi valori entrando o3 e 3a* 
che sono già conosciuti , jrer non perder nessuna parte del calcolo precedente si di- 
sporrà il calcolo .secondo il quadio seguente; 

, 10“.. tu* , 10. 3a , 1 % 

-|-10’'.3a’'(c, -fio .r.nh . b 

-f-iO 3(i/<“, fi* , 

-j-l0..3(j* , 

f2b“, 2à 

(I0U-|-/<1, 3;i0a-H','*, 3,10ufl.), 1 
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ART. XV. 


Prime tiozioni sulle variazioni delle grandezze 
e su I loro limili. 


119. Sipno a c b due numeri o quantità positive, e sia a>6\ 
sarà à<fl, e quindi ( n° 51 ) 

a—ò>0, i — a<0, — a< — 6; (1) 


1.» prima linea eonlicne i Irrmini del cubo (lOo+t )3 che sono iriA conoscimi; la 
Mcoiida linea si oUiene moltiplicando per b i termini della prima linea ( escluso 
il primo ) , e por comodo di calcolo si scrivono i termini di un posto più innanzi 
Terso la sinistra ; nel modo stesso si otliene la terza linea , e |wi la quarta. In 
seguito alla seconda colonna si aggiunge il secondo termine e il doppio del terzo; 
in fine alla terza eolonna si aggiunge il doppio del secondo termine. Soniniando 
i termini che si corrispondono in colonna verticale , si hanno i numeri che servono 
per il calcolo di un’ aitra cifra. Per es. si voglia la radice terza di 
.1 

Y=0, 428371 428571 Il calcolo si disporrà come qui sotto. 


0,128571 428371 . 
.143 


8.35 

421875 


(Uitrn 4 
4201)57 777 


1013 0515 
428181)331819 


818 907521 


. 0,75391 

147 
10875 
1701027 
170509.563 


Il calcolo de’ cubi di 75 , 753 , 7539, ee. , e i tripli quadrali degli stessi numeri 
si calculcranno con facilità nel modo che qui si vedo 


.31.1000, 14700 , 210, 1 

7.1500 1050 5 


52.50 

25 


123 

10.50 



50 

10 

12187.50(81 , 

1087500 , : 

22.50 , 1 

50625(8) 

67.50 

.1 

202.50 

<1 


27 

6750 



18 

0 

420957777(881, 

170102700 

22590, 1 

153092 1.1(8) 

203310 

9 

1829790 

81 


729 

203310 



102 

18 

128489531819 

, 170309;i0;i 

, 22017, 1 


Onesio calcoli) seinpiicissinio si può prolungar senza che le dillirollà si accrescano. 
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e siccome a — b è una quantità positiva, e b — a una quantità 
negativa , dalle tre foruiolc precedenti si ricava , le quantità po- 
sitive doversi considerare come maggiori di zero , le negative 
minori di zero e tanto più piccole quanto più grande è il loro valore 
numerico. 

Queste deduzioni fanno acquistare una idea più precisa delle quan- 
tità negative. In effetti se si considera l’espressione a — x, in cui 
a è un numero invariabile , e si danno ad x diversi valori , chia- 
mando y la differenza indicata , cioè facendo 

a — x=y, (2) 

è chiaro che y deve considerarsi come una quantità tanto più pic- 
cola quanto più grande è a* ; e frattanto si vede che il suo valor 
numerico diminuisce finche x resta minore di a , poi diviene ne- 
gativo e il suo valor numerico diviene sempre crescente. Per con- 
siderare un caso particolare si supponga a eguale ai», e poi si 
faccia successivamente x eguale a 1 , 2 , 3 , 4 , ec. ; la differen- 
za y acquisterà i seguenti valori : 

4,3,2, 1 , 0,-1,— 2,-3, ec. (.3) 

i quali per la natura stessa dell' espressione da cui derivano deb- 
bono formare una serie decrescente. 

Potrebbe sembrare assurdo che vi sieno quantità minori di zero; 
ma precisamente questa considerazione fa meglio sentire la diffe- 
renza fra il numero e la quantità. Un numero minore di zero sa- 
rebbe inconcepibile ; ma considerando le quantità come capaci di 
portare un aumento o una diminuzione ad altre quantità cui sono 
unite per addizione ( n° 22 ) , svanisce ogni contraddizione. Per 
meglio convincersene , si rifletta che la grandezza relativa di due 
quantità resta la stessa se a ciascuna si aggiunge il medesimo nu- 
mero. Or se a lutti i termini della serie (3j si aggiunge un nu- 
mero qualunque, per es. 3, quella serie diviene 

7, 6, S, 4, 3, 2, 1, 0,-1 , ec. (4) 

Paragonando nelle serie (3) e (4) gli stessi termini , per esempio il 
quinto e il sesto , si vedrà che siccome nella (4j è 2 minore di 3, 
nella (3) dev’ esser — 1 minore di 0. 

120. Quando si considerano le quantità come disposte in una 
serie crescente o decrescente , l’ordine dev’ esser quello stesso che 
apparisce dalla serie (3) , in guisa che quando vanno decrescendo, 
le quantità negative debbono andar dopo il zero e andar crescendo 
in valore numerico. 

Per conseguenza un polinomio ordinalo secondo le potenze de- 
crescenti di una lettera qualunque x, avrà gli esponenti disposti 
secondo l’ordine indicato. Ecco un polinomio di questa specie. 

Àx' -4- ì!x' + Cx 4- D.c" + Ex~' -I- fx-^ -t- ec. 

El. di Aly. 8 
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Il auarlo tanninp è /> ; ran giova scrlvore Dx' per render più sen- 
sibile r ordine con cui vanno diminuendo gli esponenli. 

121. È necessario in molle ricerclic che una quantità riceva di- 
versi valori. Ciò può avvenire per es. quando si (ralla di esami- 
nare e discutere i diversi casi cui dà luogo la medesima quistione. 
Or quando ad una lettera si danno diversi valori, l’espressione che 
la contiene passa per diversi stati di grandezza e qualche volta as- 
sume una forma singolare di cui è necessario interpetrare il signi- 
fica to. 

Se una quantità variando si avvicina sempre ad un valore deter- 
minato , in modo da poterne diiferire per meno di una quantità data 
qualunque , quel valore determinalo si chiama il limile della quan- 
tità variabile. Considerando per es. una frazione decimale periodica, 
è evidente che il suo valore aumenta a misura che si prende un 
maggior numero di cifre ; ma questo valore resta sempre al di sotto 
di una frazione ordinaria che ha per numeratore il periodo e per 
denominatore tanti 9 quanti posti occupa il periodo , siccome si sa 
( Arilm. n° 110 ). Questa frazione ordinaria c dunque il limile della 
fraziona decimale. 


122. Allorché una quantità x crescendo è divenuta maggiore di 
qualunque quantità assegnabile , si dice che è divenuta infinilamente 
grande o infinita. L’ infinito è indicato col simbolo oo ; cos'ixssqo 
indica che x deve avere un valore maggiore di qualunque assegna- 
bile ; e propriamente esprime che x si trova superiore a qualunque 
quantità determinala k per quanto grande si volesse supporre. 

Si consideri la quantità inversa d ’ x , cioè -. Se si danno ad x 


i valori 1 


2 


3 


4 

1 


,..., si ha la serie 

* i i * 

’2’3’4'5’ 


Dunque la quantità — diverrà tanto più piccola quanto più grande 
h x; ìa modo che se x diviene maggiore di qualunque quantità 
assegnabile , cioè infinita , la frazione - diviene minore di qualun- 
que quantità assegnabile. Si dice allora , che è divenuta infinita- 
mente piccola , 0 infinitesima. 

L’ idea che bisogna formarsi dell' infinitamente piccolo è di una 
quantità inferiore a qualunque quantità determinata k per quanto 

piccola possa supporsi. L’ infinitesimo è indicato col simbolo — . 

[.«quantità che hanno un valore determinato o assegnabile sì dicono 
finite , per opposizione a quelle infinite o infinitesime. 
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' 123. Il carallere distintivo deH'inGnito è che dev'essere una 

quantità incapace di ulteriore aumento. Quindi sarà 

00 a = 00 . (S) 

Questa proprietà importa che le quantità fìnite si trascurano a fronte 
dell' ioGnito , cioè m un espressione algebrica contenente diversi 
termini, se uno di essi diviene infinito, gli altri si debbono can- 
cellare. 

Per una ragione contraria una quantità inGnitesima sparisce a 
fronte di una quantità Gnita , e si na 


I 

a H = 

00 


( 6 ) 


L' inGnitesimo adunque non producendo alcun aumento sopra una 
quantità Gnita può essere indicato per zero , sicché può scrìversi 


( 7 ) 


Il zero ha 'in questo caso un significato diverso , perchè indica non 
il nulla, ma una quantità la cui piccolezza non può determinarsi. 


]24. Poiché r inGnito non è suscettivo di ulteriore aumento , al- 
lorché una quantità può crescere indefinitamente si dice che ha per 
limite r infinito. Similmente allorché una quantità decresce in modo 
che conservando sempre lo stesso segno può divenir minore di qua- 
lunque quantità data , si dice che ha per limite zero o P vtfinite- 
simo. 


123. Sì consideri nuovamente la quantità — , e si supponga che 

X vada diminuendo indefinitamente ; e per maggior cliiarezza si 
diano ad x i valori 

0,1 , 0,01 , 0,001 , 0,0001 , ec. 

r espressione ^ diverrà 


10, 100, 1000, 10000, ec. 

e quindi il valore —sarà tanto più grande quanto più piccola é a- ; 

•P 

cosi che quando x è divenuta minore dì qualunque quantità as- 
segnabile , ~ sarà divenuto maggiore di qualunque quantità as- 
segnabile , cioè inGnita ; e si avrà 

^ = ( 8 ) 

Le due eguaglianze (7) e (8) fan conoscere che sui simboli o e se 
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si può operare come sulle quaiilità fini le , salvo alcune restrizioni 
dipendenti principalmente da ciò che si è dello al n“ 123. 

126. Si riprenda nuovamenle l' eguaglianza 

a—x = ij. (2) 

Si supponga da prima x minore di o , e poi si diano ad x au- 
menti piccolissimi; la differenza y resterà positiva, finché x sarà 
minore di a. Quando x = a, si ha y=o; in seguito aumentando 
X , y assume valori che andranno sempre crescendo in valore as- 
soluto. 

Il contrario avverrebbe se si avesse x — a~y; imperocché par- 
tendo da un valore piccolissimo d’x, y assumerebbe da prima valori ne- 
gativi , poi diverrebbe zero quando xz=a , e in fine per valori 
d’j* maggiori di a acquisterebbe valori positivi sempre crescenti. 

Si consideri ora 1' eguaglianza 


m 



È evidente che partendo da un valore piccolissimo d'a? e poi fa- 
cendo crescere il suo valore, si avr.fnno per y valori positivi sem- 
pre crescenti ; finché quando a: = a si ha y = oo ; dopo questo punto 
i valori d’y divengono negativi e vanno diminuendo in valore as- 
soluto , finché quando x=ck> si ha y = 0. 

Se si avesse 

(*o) 

e si partisse da valori piccolissimi d a*, facendo crescere ar sino ad 
ar=i Qo si hanno da prima per y valori negativi , poi quando x = a 
si ha y=x, e dopo questo punto si ottengono per y valori po- 
sitivi sempre crescenti. 

Da ciò si conchiude che r/ria quanlilà che patsa per tulli gli 
itali di grandezza , non può cambiar di segno se non passa per 
zero o per i' infinito. 

Si considerino finalmente le due espressioni 

(li) 

<1 — X 

INclla prima , quando è ar<o,y lia un valore reale; crescendo il 
valore d x, ad x = a corrisponde y = 0 ; c in seguito divenendo x > a , 
•y diviene immaginario. Similmente nella seconda espressione nel pas- 
saggio da un valore d'x minore di a ad un valore d’x maggiore di 
a , cioè nel passare da’ valori reali di y ai valori iromagiuarj , y di- 
viene infinito. Per conseguenza talvolta il passaggio per zero o per 
r infinito di una quantità corrisponde al passaggio dal reale all' im- 
maginario ; c si può conchiudere in generale che una quantità varia- 
bile non può passare per uno de’ limiti zero o , senza cambiar 

natura. 
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127. Quando una quanlilà che passa per diversi stali di gran- 
dezza deve conservar lo stesso segno, avrà per limite zero o l' in- 
finito. L’infinito può avere il segno -ho il — secondo che si riguar- 
da come limite delle quantità positive crescenti o delle negative 

crescenti in valore assoluto. Frattanto nell’espressione — quando 

x = a, scomparisce ogni traccia del segno che la quantità aveva 
prima d’ arrivare al limite. Se però si suppone , come si deve , che 
a — X sia una quantità infinitesima , cioè che x differisca da a per 
una quantità piccolissima, si conserverà il segno -h o il — secondo 
che era prima x minore o maggiore di a. Lo stesso deve aver luo- 
go per il limite opposto, cioè per l’ inFinilesimo. Si conchiude da ciò 
che quando vi sono delle quislioni che per la variazione di alcune 
quantità conducono a risultamenti infiniti , per giudicar del segno 
bisogna considerar le quantità prima che arrivino al limile. 

124. Essendo oo , sarà a — ox oo , e in questo secondo mem- 
bro mettendo — in vece di 0 , o pure in voce di oo , si avrà 
00 0 

00 0 

a=oxoo = — =— . 

00 0 

Dall’altra eguaglianza a-hoos=oo, si ottiene 

a= oc — 00. 

E siccome a può rappresentare qualunque quantità (Inita, i simboli 
0 co 

o’ oo' 


— , Oxoo, 


00 — 00 


esprimono che la quantità da essi rappresentata resta indeterminata. 

La prima è il limite verso cui tende un rapporto di due quantità 

variabili — , ciascuna delle quali si avvicina al limite zero ; la se- 
conda il limite del rapporto di due quantità variabili inlìnitamente 
grandi ; la terza è il limite del prodotto di due quantità variabili 
di cui una è divenuta inlinila e 1' altra infinitesima ; la quarta è il 
limite verso cui tende la differenza di due quantità dello stesso 
segno che crescono indefìnilamenle. 

Tutti questi simboli rientrano f uno nell’ altro e si riducono fa- 
cilmente al solo—. In effetti fatto jr = — , «r=— sarà 


X V 
,J~U 

Dunque se — diviene — , 

* >J 00 




fi 


r — u 
uv 


. r 0 „ r — ff n 

Sara — = — , rj;=sOx <x, e . 

M u ' UO 0 
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128. La condizione sopra espressa, aSìnchè il siosbolo — rap- 
presenti indeterminazione , esige che vi sieno due quantità variabili 
che acquistano diversi valori ; o in altri termini che si facciano due 
ipotesi sul valore delle lettere di cui è composta. Ma se si avesse 

un'espressione frazionaria contenente una sola quantità variabile 

X, la quale per un valore particolare x=a divenisse^ , questo 

simbolo non esprimerebbe indeterminazione ; imperocché questo fatto 
avendo luogo per la presenza di un fattore comune al numeratore 
e denominatore della forma x — a, che diviene zero per questa 

ipotesi , quella frazione acquisterà la forma ® soppresso 

il fattore comune, acquista un valore finito , infinito , o nullo , se- 
condo che »» = », »!■<», »»>«. 

4 ) 

Per es. la frazione con l’ipotesi Xas2 si riduce a 

— , dividendo il numeratore e il denominatore per x— 2, essa di- 
viene — - : e fatto xs2 si riduce a —. Questo è dunque 
il valore della frazione proposta quando x=:2. 
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CAPO II. 


DELLE EQUAZIONI DEL PRIMO GRADO. 

— — 

ART. I. 

Principii generali sulle equazioni. 

129. eliminasi equazione (n° 4o) un'eguaglianza che non ha 
luogo se non per un’ apposita dcteroiinazione del valore delle quan- 
tità incognite che vi si contengono ; e in questa determinazione con- 
siste appunto la sua risoluzione. Per es. l’espressione 2 -(-*=5 
è un’ equazione ; e a colpo d' occhio si vede che l’ eguaglianza è 
verifìcata dal solo valore o^ = 3. 

Ogni equazione rappresenta una serie di operazioni da farsi tra 
le quantità cognite e le incognite per ottenere due risultamenti 
eguali. S'intenderà risoluta un'equazione, quando per l’incognita 
si è trovato un valor tale, che effettuando su di esso le operazioni 
indicate nell’ equazione , i due membri divengono identici. Cos'i nel- 
r equazione di sopra messo 3 in vece di x, siha2-|-3 = S. Si 
dice in questo caso che l'equazione è soddisfalla o verificala dal 
valore x = 3. 

130. Un’ equazione rappresenta la relazione o la dipendenza che 
passa tra le quantità cognite e le incognite. Così per es. l'equazione 

3x* — 2 = llj; — 8 

esprime che l’incognita dev’ esser un numero tale, che il triplo 
del suo quadrato diminuito di 2 sia eguale a 11 volte questo nu- 
mero diminuito di 8. E poiché dalla relazione che l’equazione sta- 
bilisce tra le quantità cognite e le incognite , dipende appunto la 
determinazione di queste ultime , si potranno eseguir sulle equa- 
zioni tutte le operazioni indicate ne’ n‘ 46. ..48 , purché però non 
s’ introducano o si tolgano fattori che contengono l' incognita ; im- 
perocché si verrebbero nel primo caso ad introdurre per le inco- 
gnite delle determinazioni nuove, estranee alla qiiistione , e nel se- 
condo a sopprimer de’ fattori che contengono delle determinazioni 
delle incognite necessarie alla quistione. 

Per es. se si ha l' equazione 

3x— 2 = 5— 7 j-, 

e si moltiplicano entrambi i membri per x — 1, si otterrà l’equazione 
(3.r — 2Xx— l) = (5-7a-)(ar— 1), 
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la quale è soddisfatta facendo x=t, mentre la data non ammette 
questo valore di x. Parimente se si avesse l' equazione 

■ 2x* — ix= — x*+7x — 10, 

osservando che il primo membro si può metter sotto la forma 
2x( X — 2), si avrà 

2x(x — 2) = — x* + 7x— 10, 

da cui 


e siccome la divisione riesce esattamente , si avrà 


2x = — x-hS. 


Così si sarebbe male operato ; perchè venendosi a sopprimere il 
fattore x — 2, si toglie una determinizione di x che può risolver 
r equazione. In clfetti 1' equazione data ammette per soluzione x=2, 
mentre l'ultima ridotta, cioè 2x=: — x + S, non sarebbe soddis* 
fatta da questo valore. 

Bisogna dunque ben guardarsi dal sopprimere o introdurre in 
un equazione un fattore comune che contenga l' incognita. Si po- 
tranno però sopprimere o introdurre de’ fattori contenenti quantità 
note , giacché così non si altera la relazione tra le quantità che 
entrano nell'equazione. 


131. Tutte le operazioni che si fanno sulle equazioni dovendo 
aver per oggetto la risoluzione delle medesime , debbono esser di- 
rette a render quanto si può più semplici le relazioni tra le quan- 
tità cognite e le incognite. S ìncomincerà perciò dal fare sparire 
i denominatori se vi sono , moltiplicando tutta 1' equazione pel pro- 
dotto de' diversi fattori che entrano in questi denominatori , indi si 
passeranno le quantità incognite nel primo membro e le cognite 
nel secondo , col cambiarvi il segno ( n° 46 ) ; in line si riuniranno 
in un solo i termini che contengono la medesima potenza dell’ in- 
cognita, formando de’diversi coelficienti un coefiiciente complesso. 
Per es. 1’ equazione 

— òx' Six — 2cx' -^\6c 

* 3 4 2 

si moltiplicherà prima per 12 , e si avrà 

Sax — 1 2ÒX* 9</= 60^x — 24cx* -l- Sòc ; 

poi riunendo in un solo tutt'i termini che contengono la medesima 
potenza dell' incognita , si otterrà 

(24e — 126 )x* -t-(8a — 60i)x =G6c — 9i/. 

Preparata un’ equazione in tal modo , la più alta potenza dell' in- 
cognita ne determina il grado. Chiamansi del primo ijrndo le eqiia- 
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zioni che non conlengono nienna poleiiza dell’ incognita ; del te- 
condo , del terzo , cc. quelle in cui il massimo esponente dell' inco- 
gnita è 2 , 3 , cc. 

132. Un’equazione, stabilendo una relazione Ira le quantità che vi 
sono contenute , rappresenta sempre una condizione da soddisfare. 
Se le quantità son tutte note , allora si suole più specificatamente 
chiamare etptazione di condizione , perche esprime la condizione 
alla quale debbono soddisfare quelle quantità alEnchè la quistione 
sia possibile. Un’ equazione di condizione che effettivamente si ve- 
rifica , si riduce ad un’ identità. 

Talvolta un'equazione esprimo la relaziono tra molte quantità 
delle quali i valori, ad eccezione di una sola, o sono dati o pos- 
sono prendersi ad arbitrio; c l’ultima resta determinata dalla re- 
lazione 0 dalla condizione che f equazione stabilisce. Per es. se 
si ha ac — à*= w* , delle quattro quantità a , b , c , m , tre si 
possono prender ad arbitrio, c l’ultima resterà determinata. 


ART. II. 


lìisoluzione delle equazioni del primo grado duna incognita. 


133. Effettuando sopra un'equazione del primo grado le opera- 

alla 


zioni indicate nel n° 131 , essa si riduce olla forma 

ax = b. 

Dividendo entrambi i membri per a , si ottiene 

b 

X — -• 


'V- 


Si trova dunque il valor dell’ incognita nelle equazioni del primo 
grado , togliendo i denominatori , trasportando nel primo membro 
tiitf i termini che contengono l’ incognita , formando de’ diversi coef- 
ficienti dell'incognita un sol coefficiente, e divìdendo tutta l’ equa- 
zione per questo coelEcieote complesso. Si avrà cosi in un membro 
l’ incognita isolata , senza coellicientc e senza divisore , e nclf altro 
un’ espressione composta tutta di quantità note , la quale indica 
appunto la serie delle operazioni da farsi sulle quantità note per 
avere il valore dell’ incognita. 

Sia per es. l’ equazione 



sarà 


2 4 


« 2 , 


Jil. di AUj. 


22 n 

-,r=12, ~a-=C, 


e X 


*10 

IT' 


Digitized by Google 



( 66 ) 


Sia l’allra eqiinziono 


2/7 j — cd = al) — 2lu- ; . 

si avrà 

{ 2a -h 2/7 ) X = a i + cd , 

(In cui 


al -+- cd 
2{a-^b) 


L'c(]uazione 

l'CX {a + b)c* j , 2cdx 

17 2 ^ 

lofjlipndo i (lenominalori col molliplicarla per Gad{a — 6) 0 sop- 
primendo il rallorc comune c , dà 

2ab (a — 6 )x — Sed ( a* — à’ ) =24ac</ {a — b) — 1 2atT x ; 
d onde si ricava faciimcnie 

3erf(n — à)(9a-+-à) 

^ ‘la\ab — ó*-+-6(/*) 


ART. III. 

Problemi del primo grado a una tncognila. 

134. Un’equazione stabilisco fra due espressioni algebriche un’e- 
guaglianza , la quale non si verifica che per un dato valore del- 
1' incognita. Colla determinazione di questo valore dell’ incognita si ' 
verrà a risolvere un problema , che consiste appunto nella ricerca 
della quantità che adempie alle condizioni espresse dall’ equazione. 
Ogni equazione tradotta in linguaggio ordinario presenta una qui- 
stionc (la risolvere. Così l' equazione _ 

x + ix — 2 = 3-|-^x 

corrisponde alla quistionc : Trovare un numero ebe , aggiunto al 
suo terzo e diminuito di 2 , sia eguale alla metà di (juesto nu- 
mero accresciuta di 3. La quale si risolve risolvendo l’ equazione ; 
c il numero richiesto c 6. 

Or se un equazione si può considerare come esprimente le con- 
dizioni di una quistione da risolvere , viceversa in ogni problema 
bisogna che sieno date delle condizioni , le quali tradotte in lin- 
guaggio algebrico diano luogo ad equazioni. Dalle quislioni riso- 
lute in Aritmetica si può ben comprendere che la risoluzione di 
un problema si compone necessariamente di due parti , la prima* 
consiste nel cercare quali operazioni sono necessarie a farsi sulle 
quantità date per ottenere quelle che si cercano , 1’ altra consiste 
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nolla esecuzione di tali operazioni. Parimente in Algebra la riso- 
luzione di un problema richiede prima , che , dietro le condizioni 
comprese nell’ enunciato , sicno tradotte in linguaggio algebrico le 
relazioni che passano tra le quantità cognite e le incognite , le 
quali relazioni danno luogo a stabilire una o più equazioni , e 
poi che si risolvano le equazioni. La prima parte non dipende da 
regole certe come la seconda , la quale riducesi spesso a mecca- 
nismo di calcolo. Quindi tutta la diOicoltà della risoluzione di 
un problema riducesi a ben comprendere le relazioni che passano 
tra le quantità cognite e le incognite, e a sviluppare non solo quelle 
che risultano immediatamente dall' enunciato , ma anche quelle che 
ne sono una conseguenza. Allorché queste relazioni sono conosciu- 
te , rappresentando le incognite con lettere , si esprimeranno col 
segni algebrici quelle stesse operazioni che bisognerebbe eseguire 
sulle quantità che si cercano , qualora essendo date si dovesse ve- 
riUcare se adempiono a tutte le condizioni proposte. In ciò consi- 
ste il mellere il problema in equazione. 

S’incontrerà per questa parte maggiore o minore diflìcoltà se- 
condo che più complicate sono le rehuioni suddette e più dillicile 
lo sviluppainento delle consegueuze che ne risultano. Questa parte 
non si apprende che per lungo esercizio. 


13a. Per mostrare l’applicazione dell’ esposto principio passere- 
mo alla risoluzione di alquanti problemi. 

I. Problema. Formare del numero 13 due parti la cui diffe- 
renza sia 5. 

Si chiami x la parte più grande , 1’ altra sarà x — 5 ; queste 
due parti prese insieme debbono formare il numero 13 ; [>erciò si 
avrà r equazione 

a-+-« — 5 = 13 , 


da cui si ha or = 9. 

Si poteva anche dire : se x è una delle parti , l’ altra sarà 13 — x; 
c siccome la loro dilTcrcnza è eguale a 5 , sarà 

X — (13— x) = 5. 


che dà parimente x = 9. 

Trovata la parte più grande, l’altra sarà 13 — 9 cioè 4. 

Nella soluzione ottenuta non si vede in che modo le parti 9 e 
4 dipendono da’ numeri dati 13 c 5, per modo che se si trattasse 
di dover dividere 16 in due parti tali che la maggiore superasse di 
3 la minore , bisognerebbe ripetere lo stesso ragionamento e faro 
lo stesso calcolo. Ma se si chiami a il numero dato, 6 la dilferenza, 
e X la parte più grande, la parte più piccola sarà x — 6; e quindi 


da cui 


x-t-x — b = a , 


( 7 - 1 -/» 


X 


2 ■ 
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La parie più piccola essendo espressa da x — 6, allorché perirsi 
raetle il valore trovalo , diverrà i ossia — . Quindi le 


due parli sono 


a-^-6 a — b 
•i ’ 2 ’ 

o -t-A 


2 


2 

c di fallo 
^ a — b 


nunqiic in generale se si cercano due numeri di cui è data la 
somma a e la diflerenza b , il più grande sarà uguale alla semi- 
somma de* numeri dati , e il più piccolo alla semidifferenza. 

Si faccia aUenzione alla diversità che passa tra il problema par- 
ticolare risoluto prccedeutcmentc su i numeri , e quello risoluto ora 
colle lettere, Nel primo si hanno i valori individuali de’ numeri che 
si cercano , 'nel secondo si ha una formola che rappresenta le ope- 
razioni da farsi su i numeri dati per trovare quelli che sono inco- 
gniti , e ciò indipendentemente da valori particolari di questi nu- 
meri. Quindi la scrittura algebrica fa scoprire certe relazioni che 
non si vedrebbero operando sopra numeri particolari. 

II. Pboblema. Una fontana riempie un bacino , la cui capa- 
cità è m , z>» a ore , un altra lo riempie in b ore. Si vuol ca- 
pere in quanto tempo lo riempiranno tutte e due versando con- 
temporaneamente. 

Chiamando x il tempo richiesto , si vede , che se nel tempo a 
la prima fontana versa una quantità m di acqua , nel tem]>o x no 

verserà una quantità — , perche si ha la proporzione a:m:: x •. 

Per la stessa ragione l’ altra fontana nel tempo x ne riempirà una 


parte indicata da Or queste due porzioni debbono formar l'in- 
tero bacino ; si avrà perciò l' equazione 
mx mx 


dalla quale si ha 




ab 


Da ciò si ricava che la soluzione è indipendente dalla eapacitàdel 
bacino , e che si ottiene il tempo cercato dividendo il prodotto dei 
due tempi per la loro somma. 

n o. z 5.13 .19 

Peres.se a = 2^ , b=3~ , sara x--;^ = l t:: • 

*’ 2i-)-3r 20-+-20 46 


HI. Problema. Dividere un numero in tre parti che sieno fra 
loro nel rapporto delle tre quantità m , n , p. 

Si chiami a il numero dato ed x la prima parte. Si avrà 

m:n::x: alla seconda porte , che sarà perciò — . Parimente si avrà 
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m:p::x:^ che sarà la lenza parte. Queste tre parli dovendo for 
mare il numero a , si otterrà l’ equazione 


tix px 

«H — = o ; 

m VI 


d’ onde 


X 


am 

vt-i-n-+-p' 


Lo altre due parti saranno 


fi 

am 

cioè 

an 

Vi 


wi -h » -(-/I 

p 

am 

cioè 

ap 

m ' 

m-\-n-\-p 

m -(- « -t- /> 


Queste parli sono quelle stesse che risultano dalla regola di socie- 
tà , di cui si tratta in Aritmetica. 

IV, Phobleua. Trovare un numero la cui metà e la cui terza 
parte prese insieme facciano SO. 

Sia X il numero richiesto , sarà evidentemente 



d’onde o;=G0. 

Se sono più di due parti la cui somma dev’essere s , sarà in 
generale per (luatlro parti 



d’ onde 


x — s 


abed 

abe -t- abd-^acd-\-bcd 


V. Problema. Un mercatante possiede un capitale da cui to- 
glie 1200 alla fine del primo anno per le spese di famiglia. In- 
tanto questo capitale per talune perdite sofferte si trova diminuito 
di un terzo di ciò che resta. Dopo il secondo anno ne toglie pa- 
rimente 1200 ; ma avendo fatto un guadagno eguale aita metà 
di ciò che resta , il suo capitale si trova ridotto a metà. Si do- 
manda quanto area nel principio. 

Sia X il capitale primitivo ; alla line del primo anno , togliendo 
1200, diverrà x — 1200; e avendo perduto il terzo di ciò che 


resta, il suo capitale si ridurrà a ot — 1200 — -~{x — 1200) ossia 


a -jf X — 1200 ). Togliendo altri 1200 alla fine del secondo anno 
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• 2 , i nnn 2j! 6000 

rimarrà - ( x — 1200 ) — 1200 , ovvero ; e aumcntan- 

U 9 

, , , 2x— 6000 l/2x— 6000\ 

dolo della mola di questo resto, diverrà ^ h-l ^ 1, 

che riJucesi a — — ^ Q^pg^J somma 


2 5 2 

dev'essere uguale olla metà del capitalo primitivo; perciò si avrà 
l' equazione 

2x— 6000 1 


d'onde si ha subito 


= 2^, 


ar = 6000. 


È facile verificare questo risultamento , perche da 6000 togliendo 
1200 , si ha 4800 , da cui tolto il terzo si ha 3200. Togliendo 
nuovamente 1200 , e aumentando questo resto della sua metà si ha 
3000 , che è appunto la metà del capitale primitivo. 


ART. IV. 


Equazioni del primo grado a più incognile. 


136. Allorché si hanno più equazioni del primo grado fra un 
cgual numero d’ incognite , si tratterà di determinare per le inco- 
gnite de' valori propri a soddisfare nel tempo stesso a tutte le equa- 
zioni ; il che riducesi a sostituire al sistema di equazioni proposte 
un altro sistema di equazioni nelle quali sia conservata la stessa 
relazione fra le quantità cognite e le incognite , e queste si trovino 
separate , cioè ciascuna in un' equazione distinta. In ciò consiste 
r eliminazione delle incognite. 

Per eseguirla si presentano ordinariamente tre metodi , che per 
maggior chiarezza saranno esposti da prima sopra due equazioni a 
due incognite , servendoci di casi particolari. 

1' Metodo, detto per comparazione. 

Sieno le equazioni 

7ar— 2y = ll , 2x-^Hg=31. (I) 

Le quali, dovendo coesistere, debbono esser verificate da' medesi- 
mi valori di a? e di g. Questi valori adunque , sebbene ignoti , deb- 
bono considerarsi come eguali. Ora se da ciascuna delle due equa- 
zioni si prende il valore d'y, si avranno le altre due equazioni 


y = 



» 



(2) 


le quali possono esser sostituite alle prime. Questi valori i' g , per- 
chè esser debbono eguali , danno 

7 j — 11 _ 31 —2 j 
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pd ò cliiaro clic qucsia equazione può esser sostituita a qualunque 
delle equazioni (1) , perchè non si è fatto elio mettere nel prime» 
membro di una delle (2} una quantità equivalente. L'equazione (3) 
contenendo la sola x darà subito 

3ox — So = 62 — ix , d’onde x = 3. 

Messo questo valore di x in una delle equazioni (2) , si ha y = 3. 
Dunque i valori che soddisfano alle equazioni proposte sono 

x = 3, y = 5; 

siccome è facile assicurarsi. In effetti il valore d’x, ricavato dalla 
condizione che i valori d’y fossero eguali, deve dare lo stesso va- 
lore per y , in qualunque delle equazioni (2) si metta ; perciò i 
valori trovati soddisfano alle equazioni (2) , e quindi anche alle 
equazioni (Ij. 

2“ Metodo , detto per sostituzione. 

Prendendo il valore di y nella prima delle equazioni (1) e so- 
stituendolo nella seconda , si ha 

2x-t-S. ^^~** =31. (4) 

Si può dunque ad una delle equazioni proposte sostituire la (4). 

Quest' ultima dà come sopra a; = 3; il qual valore, sostituito nella 
prima delle (2), dà y = S. 

3“ Metodo , detto per riduzione. 

E evidente che se le equazioni (1) si moltiplicano per quantità 
costanti , si avranno due altre equazioni che saranno soddisfutlo 
da’ medesimi valori di a; e d' y. Ciò posto, si possono sempre trovar 
due numeri, pe'quali moltiplicando rispettivamente le equazioni date, i 
coeiHcicnli di una medesima incognita divengano eguali. Allora o 
sommando o sottraendo le equazioni , secondo che il segno de' coef- 
ficienti eguali è diverso o lo stesso , si avrà un' equazione con 
una sola incognita. Volendo per esempio eliminar la y , si molti- 
plicherà la prima equazione pel coefBciente d’y della seconda cioè 
per 5 , c la seconda pel coeificiente d ' y della prima cioè per 2 , 
c si avranno le equazioni 

3ox— lOy = SS , 4ar -t- lOy = 62 ; (S) 

ed è chiaro che queste equazioni possono essere sostituite alle (1). 
Sommandolo si ha 

39x = n7, (6) 

da cui X = 3. Questo valore d ' x soddisfacendo all' equazione (6), 
deve soddisfare a ciascuna delle equazioni (S) , poiché l’ equazione 
(6) essendosi ricavata dalla supposizione che ÌOy avesse lo stesso 
valore in ciascuna , può sostituirsi a qualunque di esse. 

Il valore di y può ricavarsi collo stesso metodo moltiplicando la 
prima equazione per 2 e la seconda per 7 , c si avrà 

Uj — 4y=22, 14*4-33^ = 217. 
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Sollracndo la prima dalla seconda si ha 

39y=195, d’onde y = 

Qtieslo metodo ha molla analogia con la riduzione delle frazio- 
ni allo stesso denominatore ; e il cocllicientc comune ad una stessa 
incognita dev'esscr il più piccolo numero divisibile pei due cociEcicnti. 

Si vede pure che se le equazioni date avessero per una delle 
incognite i medesimi coefllcìenli , non vi sarebbe bisogno di alcuna 
preparazione per eliminare la della incognita. 

137. Sarà facile ravvisare che gli esposti Ire metodi non presen- 
tano altra differenza che nella maniera di eseguir il calcolo , giac- 
che nella sostanza tutti riduconsi a prendere il valore di un* inco- 
gnita da una equazione e sostituirlo nell' altra , che sarà perciò 
r equazione che contiene la condizione che le equazioni debbono 
esser soddisfatte dal medesimo valore delle incognite. In effetti col 

f irimo metodo si dà alle equazioni una forma tale che in ciascuna 
a stessa incognita si presenti isolata nel primo membro ; e si ve- 
de che per far l'indicata sostituzione bisogna eguagliare i secondi 
membri. Parimente col terzo metodo non si fa che una sostituzione si- 
mile , dopo aver preparato le equazioni in modo da evitar la frazioni. 

138. Se si avessero tre equazioni con tre incognite, si può dalle 
due prime eliminare una delle incognite co* melodi esposti. Pari- 
mente dalla prima e dalla terza , o dalla seconda e dalla terza , si 
eliminerà la stessa incognita. Si avranno in tal modo due equazioni 
con due incognite , delle quali coi metodi precedenti si troveranno 
i valori. Sostituiti questi in una delle tre equazioni date , si avrà 
il valore della terza incognita 
Sieno per es. le equazioni 

7j— 3y-t-2s==13, 2x+2y—^z=—n, —3a?-f-Sy +35=24. (7) 

Con uno de’tre metodi eliminando la s dalle due prime equazioni, 
c poi dalla prima c dalla terza , si hanno le equazioni 

39x — lly=4ì>, 27 j— 19y = — 3. (8) 

Da queste equazioni eliminando la y , si ricava 

444ar = 888 , da cui x = 2. (9) 

Sostituendo questo valore di x in una delle equazioni (8) , nella 
prima per es. , si ha 

lly = 33 , da cui y = 3. 

Sostituendo questi valori in una delle equazioni (7) , nella prima 
per es. , si avrà 

2s= 10, da cui 5 = 3. 

Dunque i valori che soddisfano alle tre equazioni date sono 
x = 2, y=3, 5 = 3. 
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Dico iaollrc che questi valori sono i soli die godono di questa pro- 
prietà. Giacché alle tre equazioni proposte possono sostituirsi la pri- 
ma delle equazioni (7) e le etpazioni (8) ; a queste tre può sosti- 
tuirsi la prima delle equazioni (7) , la prima delle equazioni (8) c 
r equazione (9). Si avranno cosi , in luogo delle equazioni propo- 
ste , le tre equazioni 

7ar — 3y-t-2s=lS, 39a; — lly = 4a, x==-%. 

Ora l’ultima non può esser soddisfatta che per a; = 2; la seconda, 
quando vi si è messo questo valore di ar , non può esserlo che da 
y = 3 ; e la prima , quando vi si è messo il valore di y e quello 
di a; , è soddisfatta solo dal valore 3 = 3; dunque questi sono i 
soli valori che possono soddisfare alle equazioni proposte. 

139. Se si avessero quattro cqueizioni fra le incognite a;, y, s, u, 
si ]H)trà eliminare la » combinando la prima con ciascuna delle al- 
tre , e si avranno tre equazioni colle incognite a; , y , s. E in ge- 
nerale avendosi m equazioni fra m incognite , si potrà eliminare 
un’ incognita tra la prima equazione c ciascuna delfc altre. Si per- 
verrà cosi ad m — 1 equazioni con m — 1 incognite. Da queste, 
operando allo stesso modo cioè eliminando un' incognita tra la pri- 
ma e ciascuna delle altre, si passerà ad un sistema di m — 2 equa- 
zioni fra m — 2 incognite. E così continuando si perverrà ad una 
equazione con una sola incognita , la quale perciò ne darà il valo- 
re. Sostituendo questo valore in una delle due equazioni a due in- 
cognite , si avrà la seconda incognita. Sostituendo i valori delle due 
incognite trovate in una delle equazioni a tre incognite , si avrà 
un' altra equazione che darà la terza incognita; e così risalendo, si 
troveranno successivamente tutte. 

Per applicare questo precetto a qiialche esempio , gioverà sce- 
glierne uno, in cui nelle equazioni date non si trovano tutte le in- 
cognite. Sicno le equazioni 


3x — 2y -t- s = la , 

(10) 

2x — 3tt-f-9/= 1, 

(»l) 

2y— 2 s-(-3m= U, 

(12).. 

S3-3«-t-2/= 4, 

(13) 

4tt— 3/= 21. 

(14) 

Eliminando / tra le (11) e (14), c tra le (13), (14) 
2 j t-9tt = C4, ISs — u = 34, le quali colle (10) e 

si ha 

(12) daranno 

le quattro equazioni 

30- — 2y -1- s = 1 a , 

(10) 

2y — 2;-)-3 k = 14, 

(12) 

2o:-+-9tt = C-4, 

(la) 

li 

1 

*ì 

(16) 


El di ,//y. IO 
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Eliminando Fa u Ira la (12j p la (li>) e Ira la (12) e la (IG). si pas- 
serà alle equazioni 

3.r — 2/y -I- == lj, (10) 

.r — -I- 3s = 11, (17) 

2y-+-43; = 176. (18) ' 

Eliminando la x Ira le equazioni (10) e (17), si passa alle due 

equazioni 

— ly-^ 8:= 18, (19) 

2y-(-43;==17G. (20) 

Da qupsie eliminando la y si lia 317: = 1268, da cui 

5 = 4. 

Sosliluendo questo valore di s in (19) o (20), si ha subito 

,y=2. 

E mellendo i valori di 5 e di y in (17), si ha 

a- = 3. 

flesso il valore di z in (10) , si ha 

f/ = C ; 

e il valore di « messo in (14) da 

/=!. 


140. Nessuno delire melodi ha la preferenza sull’altro, e la 
forma delle equazioni è quella che deve in ogni caso suggerire quale 
debba preferirsi : e sarà sempre buon consiglio servirsi or dell’ uno 
or dell’ altro secondo le occa.sioni. Sembra nondimeno che il metodo 
per riduzione sia quello che debba essere il più sovente adoperato 
con vantaggio , come il più spedilo. 

Lo stesso procedimento dovrebbe seguirsi nel caso che ì coeiU- 
cicnti fossero lettere. 

141. Da ciò che precede si rileva che quando il numero delle 
incognite ò uguale al numero delle equazioni si può sempre deter- 
minare un sistema unico di valori per queste incognite , salvo al- 
cune singolarità di cui si parlerà or ora. Ma se il numero delle 
incognite fosse maggiore del numero delle equazioni , vi sarà un’ in- 
finità di sistemi di valori che possono convenire alle equazioni pro- 
poste. Per es. se si hanno due equazioni fra tre incognite x, y, z, 
.si può considerare la z come quantità nota , e in questa ipotesi si 
possono determinare le altre due incognite , le quali saranno date 
per mezzo della s. Per ogni valore arbitrario della z si avrà un si- 
stema di valori che possono soddisfare alle equazioni proposte ; per- 
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ciò qiiosii sislemi saraimo in numero inGnitu. Per es. siono le due 
ei|uazioai 

3jt — 2y — 3=lì), 2x — y — 33 = 8. 
le quali si [H>ssono scrivere ^ 

3j: — 2y=154-3, 2x — y=8-l-33. 

Trovando le due incognite a" , y si avrà 

a’=l-f-S3, y = lz — 6. 

Facendo 3=1, si ha o: = 6 , y= 1 ; s = 2 dà x= 1 1 , y=8 : 

3 = 3 dà ar=IG , y= IS ; oc Perciò 6 , 1 , 1 ; Il , 8 , 2 ; IG , 
lo , 3 ; ec. formano de' sislemi di valori (ulti propri a verilicarc 
le equazioni proposte. 

142. Quando poi il numero delle equazioni è maggiore del nu- 
mero delle incognite , le equazioni non possono coesistere se i coelG- 
cienli non soddisfano a tante condizioni per quanto è 1' eccesso del 
numero delle equazioni su quello delle incognite. Per es. se si han- 
no cinque equazioni fra tre incognite, si potranno con tre di esse 
equazioni determinare i valori delle incognite. Sostituendo questi va- 
lori nelle altre due equazioni , si hanno fra quantità note due equa- 
zioni che debbono riuscire identiche. 

Se le equazioni sono numeriche , c i coelTicienli sono scelti in 
modo che queste due equazioni sieno verificate , due delle equazioni 
proposte saranno inutili. Se poi i coeQìcieuti sono lettere , queste 
due equazioni conterranno le condizioni cui debbono soddisfare i 
cocGìcicnti , alGnchè le cinque equazioni possano esser veriGcate da 
uno stesso sistema di valori o sono appunto le ei/itazioiii di con- 
dizione di cui si è parlato al n" 132. 

ART. V. 

Problemi del primo grado a più incognite. 

143. Airuichè un problema sia determinato, bisogna che contenga 
condizioni (ali da dar luogo a tante equazioni per quante sono le , 
iucognile. 

Per mettere in equazione i problemi di questa specie bisogna te- 
ner presente lo stesso principio che serve a' problemi a una inco- 
gnita {n“ 134), c che è applicabile anche a quelli che danno luo- 
go ad equazioni di grado supcriore. Alcuni esempi serviranno a 
renderne più familiare 1' uso. 

Il problema I. risoluto al ii° 133 con una sola incognita si ri- 
solvo piu cicganlemeate con due. In elletti chiamando x ed y le 
due parti sarà 

x-t-y = flt, X — y = t>- 
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Sommando prima c poi soUrnondo , si lia 

(I »4- ò fi — b 



Queste formolo fanno conoscere che quando è nota la somma a 
c la dilfercnza b di duo numeri , il più grande c uguale alla se- 
niisomma e il più piccolo alla scmidilfercnza de' numeri dati. 

VI. Problema, in un albergo i2 uomini e 8 donne hanno spe- 
so lire 920 ; se fossero siati 8 uomini e /2 donne avrebbero 
speso lire 880; si domanda quanta è la spesa di ciascun uomo, 
quanto quella di ciascuna donna. 

Chiamando x la sposa di un uomo, e y quella di una donna, 
la spesa per 12 uomini sarà 12x c quella per 8 donne 8^. Si avrà 
perciò l'equazione 

12,r-l-8y = 920. 

Similmente si trova l’altra equazione 

8J--I- 12y=880. 

Queste equazioni divise per 4 si riducono a 

3jr-l-2y=a230 , 2x-t-3y = 220; 

da cui si ricava x = i50 , y = 40. 

VII. Problema. Si è comprala una certa quantità di stoffa a 
un prezzo che s' ignora. Se si fossero comprale cinque canne 
di più di una stoffa che costa Ù ducali di meno a canna si pa- 
gherebbe lo stesso prezzo , ma comprando sei canne di più di 
una stoffa che costa 4 ducali di meno a canna si pagherebbero 
/8 ducati di meno. Si domanda il numero delle canne , e il 
prezzo di ogni specie di stoffa. 

Sia X il numero delle canne e y il prezzo della prima stulfn. 
Il costo di esse sarà xy. 11 prezzo di una canna della seconda 
stolfa essendo v — 3 , e il numero delle canne x-t-3 , il costo sarà 
fx-i-5j(y — 3). Parimente il costo della terza stoffa sarà (x-t-C/y — 4). 
Per le condizioni del problema dev' essere 

(x-t-5)(y — 3) = xy , (x-|-6)(y— 4) =xy— 18. 
Facendo i prodotti , queste due equazioni si riducono a 
Ky — 3x=lo, 3y — 2x = 3. 
d onde ricavasi y — 2l, x = 30. 

Vili. Problema. Tre persone A , B, C debbono pagare per una 
compra 1000 ducati. A dice che potrebbe pagar solo la somma , 
se B gli desse la metà del suo danai o ; B pagherebbe solo que- 
sta somma ricevendo da C il terzo della somma che possiede ; c 
finalmente C pagherebbe solo la somma ricevendo solamente il 
quarto della somma di A. Si domanda quanto possiede ciascuno. 
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Siene X , y , s , le somme rispcllive di ^ , B , C. Le somme 
di cui ciascuno dovrebb’ essere in possesso per pagare la soiuiim 
dala , saranno rispelliTomenle 

1 I 1 

Si avrà dunque 

a:+iy = 1000, y + ^5 = 1000, s-H^x= 1000 ; 

ovToro , togliendo le frazioni , 

2j + y = 2000 , 3y-l-s=3000 , 4s -t- ar = 4000 ; 

dalle quali si ottiene facilmente x=640, y = 720, :=840. 

IX. Phoeleha. Si hanno tre verghe nteicdliche composte di ar- 
gento , rame e stagno. La prima contiene sull unità di peso 
0,H00 di argento , 0J7S di rame e 0.02S di stagno ; la se- 
conda contiene 0.700 di argento, 0,2S0 di rame e 0,0o0 di sta- 
gno ; la terza, 0,600 di argento, 0,300 di ratne e 0,100 di 
stagno. Si domanda guanto metallo bisogna prender da ciascuna 
verga , ajJÙKhè sull' unità di peso del nuovo mescuglio si trovino 
0,740 di argento, 0,216\ di rame e 0,043 \ di stagno. 

Sieno X , y , s le quantità rispettive di metallo che bisogna pren- 
der da ciascuna verga per avere il composto che si richiede. La 

[ irima verga contenendo sopra ogni unità di peso 0,800 di argento, 
a quantità x conterrà 0,800x di argento ; parimente la quantità 
di argento contenuta nella porzione y presa dalla seconda verga sarà 
0,700y, e quella contenuta nella porzione s della terza verga sarà 
0,C002. Queste quantità di argento debbono formare 0,740. Dunque 

0,800x -t- 0,700y 0,600s = 0,740. 

Allo stesso modo si trovano le parti di rame e di stagno che ver- 
ranno a prendersi da ciascuna verga , e la loro somma si egua- 
glierà alle porzioni di rame e di stagno che si richieggono nel nuo- 
vo composto. Si avverta che si possono sopprimere i decimali pren- 
dendo per unità il millesimo , o intendendo l’ unità divisa in mille 
parti. Si dirà perciò , che nel nuovo composto sopra mille parti se 
ne vogliono lìfy di argento , 216^ di rame, e 4^ di stagno. Ciò 
posto , le equazioni relative al problema saranno : 

800x-+-700y-t-600s=740 , 
17Sx-+-2o0y-t-3005=216I , 

2i>X“t- SOy 100s= 43^ 5 

lo quali , divise per 100 , e moltiplicate le due ultime per 4 , si 
riducono a queste più semplici : 

8x-t- 7y-|- Gz = 7,A , 

7x-t-l0y-Hl2= = 8,f)o, 

•c-l- 2y -+- 4; = 1,7J. 
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Moltiplicando la prima por 2, la terza por 3, i coeflìcicnti della 
2 divcn^'ono eguali ; c sottraendo la seconda dalla prima c la terza 
dalla seconda , si hanno le due equazioni 

9x-+-4y = 6,13 , 4x-t-4y = 3,i; 

io quali danno subito 3x = 2, 73; e quindi col solito metodo si 
ricava 

x=0,33 , ys=30,30, ;s = 0,13. 

ART. VI. 

lìùutlametUi singolari «’ guati si può pervenire nel risolver 
le cguazioni del primo grado , a una o piu incognite. 


144. Sia l'equazione 

|-, + 5_Ì-^ = ,2 + A^, 
Passando tiitt’ i termini in x nel primo membro , si ha 



da cui 


e infine 


8x — 3x — 3x = 84 ; 


0 = 84. 


Questo risultamento mostra ad evidenza che l' equazione è assurda. 
Basta per convincersene rivolger I' attenzione sull' equazione data ; 
in efrelli , facendo le riduzioni senza passare i termini da un mem- 
bro all' altro , si ha 


8 2 0 8 
-^.r + o_12-f--x; 


e Ijen si vede che , qualunque valore si prenda |ier x , non può 
inai il primo membro essere uguale al secondo. 


143. Sia r equazione 

3-— 13 3fx-l-2) 2 ,, 

T— =1-"— 

Togliendo i denominatori , si ha 

6(x— 13j-4-9(x-t-2) = 8x — 60, 

e riducendo 

7.r = 0 , ovvero x = 0. 
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L’ equazione anche in queslo caso è assurda , porcili! non vi è nes- 
sun numero che possa verificarla. *Faceudo di fatti le riduzioni iu 
ciascun membro, l’equazione proposta si riduco a 

lìSx — 60 = 8x — 60 , 
eguaglianza impossibile. 


146. Sia l'altra equazione 

3x 4(S-i-x) 2(x — 1) 6 — X 

■ ' "** - sss ■■■ — « — — V, 

2 3 3 2 

Si ha primieramente 

9x— 8(3-h j) = 4(x— 1 )h- 3{0— x)— 34, 

d‘ onde 

9x — 8x — 4x -t-3x=40 — 4-t- 18 — 34 , 

ovvero 

0 = 0 . 

Per interpelrare questo risultamento singolare basterà osservare clie 
al zero si può sostituire qualunque espressione algebrica eomposla 
di termini che si distruggono. Quindi 0 = 0 è un’ identità, la quale 
verificandosi indipendentcraente dal valore d’ x , mostra che l’ in- 
cognita può aver qualunque valore. Questo risultamento è dunque 
il simbolo deì[' indeterminazione. 

A maggior conferma di ciò, si riprenda l’ equazione proposta; e 
lasciando i termini ne’ membri rispettivi si facciano le riduzioni. 
Si avrà 

X — 40 =x — 40 , 

equazione identica. Dunque la x è indeterminata. 


147. L’equazione 
risoluta dà 
L’ altra 
dà 

e quindi 


3x — 1 =2x — 4 
x = l — 4, ovvero x=— 3. 
7x-+-8=9x + 12. 

(7 — 9)x=4, ovvero — 2x = 4; 

4 


X = , ovvero x= — 2. 


Queste due equazioni sono anche assurde quando l’ incognita è un 
numero astratto , o un numero concreto che non può divenir ne- 
gativo. In effetti la prima equazione può scriversi 

^ 3x -f- 4 = 2x -t- 1 ; 

e si vede che questi due membri non possono esser uguali, essendo 
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cinscnna parie del primo membro maggiore di ciascuna parte del 
secondo. Lo stesso si dica della seconda equazione, in cui eviden- 
lomenle il primo membro è minore del secondo. 

(Incsto carattere di assurdità differisce da’ precedenti , poiché l'as- 
surdo può cessare quando l’ incognita si rapporta a cose suscettive 
di divenir negative , e può esser corretto modificando l’ equazione 
senza alterare i dati , mentre negli altri due casi l’assurdo sussiste 
sempre , come si vedrà nel trattar de’ problemi. 

148. Prendendo l’equazione 

7x -t- 6 = 9x -t- 2 , 

e risolvendola si ha 

(7 — 9jx = 2 — 6, ovvero — 2x=— 4, 

da cui 



Qui siamo anche condotti a far due sottrazioni impossibili ; ma l’e- 
quazione non è assurda , stando il difetto nclf’ ordine tenuto per ri- 
solverla. 


149. A’ medesimi risultamenti si può pervenire risolvendo le equa- 
zioni a più incognite ; di cui si daranno alcuni esempi. 

Sicno le equazioni 

a: — 9x — 1%=32. 


Preso il valore d’x dalla prima e messo nella seconda , si ha 
27 -j- — 13y=32 , ovvero 0=5. 

Questo risultamcnto mostra che le equazioni sono incompatibili ; del 
che è facile convincersi. In effetti, moltiplicando la prima per 9, 
esse divengono 


9x — % = 27, 9x — 15y = 32. 

equazioni che non possono coesistere. 

Siene ancora le equazioni 

3x-l-5y=2, 7x-t-10,y=4. 

Dalla prima si ha ^ — , il qual valore messo nella seconda 

2 

dà x=:0 , e quindi Anche in questo caso le equazioni sono 

incompatibili ; il che meglio apparirà mettendole sotto la forma 

3x = 2 — 5y, ^x=2 — 5y. 


Per |)otcrsi accordare, dovrebbero esser eguali i coefficienti della x. 
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Si abbiano ancora le due equazioni 

3x— 5>y = 7, 9x — 1% = 21. 

Prendendo il valore d ' x dalla prima e sostituendolo nella seconda, 
sì ha 

63+4Sy — 4%=63, ovvero 0 = 0. 

Il valore d’y è dunque indeterminato , come è quello d’ x. In ef- 
fetti , la seconda equazione non è clic la prima moltiplicala per 3 ; 
essa perciò non esprime nessuna nuova condizione , e le due equa- 
zioni non ne formano che una. Avendosi dunque fra x ed y la sola 
equazione 3x — 5y=7, i valori delle iucognite sono indeterminati. 

I valori negativi danno luogo alle medesime osservazioni prece- 
dentemente fatte. 

ISO. Da questi esempi si può conchiuderc , che quando vi sono 
più equazioni tra un egual numero d' incognite , si può determinare 
un sistema unico di valori per le incognite se le equazioni non sono 
assurde , cioè se non contengono condizioni incompatibili ; e l' as- 
surdo è mostrato da uno de' rìsultamenti precedenti. 

Lo stesso si dica di una equazione ad una incognita ; la quale 
equazione , quando dà luogo a siffatti risullamenti , non ammette 
per r incognita niun valore che possa soddisfarla. 

ART. VII. 

Forinole generali per la risoluzione delle equazioni 
del primo grado a più incognite. 

i 

131. Le equazioni numeriche , delle quali si è fatto uso nel- 
r art. IV. per esporre i metodi onde eseguir l’ eliminazione delle in- 
cognite nelle equazioni del primo grado , dando luogo alle riduzioni 
allorché si passa da un sistema di equazioni ad un altro equiva- 
lente , non ci hanno fatto scoprire in che modo i valori delle in- 
cognite si compongono per mezzo de’ coellicienli delle equazioni. Or 
siccome i valori medesimi dipendono da’ coellìcienti con legge co- 
stante , trattasi di scoprir questa legge per comporli senza eseguire 
il calcolo. 

Sieno 

a.x-t-^,y =4-, , «,x -H , (Ij 

due equazioni generali a due incognite , dove le stesse lettere con ' 
ìndice diverso rappresentano quantità diverse. 

Per far l’ eliminazione si seguirà un metodo detto delle indeter- 
minate , dovuto a Bezout. Si moltiplichi la prima delle equazioni (1) 
per m , c da questa si sottragga la seconda ; si avrà 

( »/a. — a J X -(- ( mi, — b^)g = mk, — /t, . (2) 

El. di Alg. 1 1 
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Essendo m una quaiililà indelerminala , si polrà dclerminarc colla 
condizione che sia zero il coefficiente dell’ incognita che si vuol eli- 
minare. Mettendo eguale a zero il coeiriciente di y , 1’ equazione 
precedente si risolve nelle due 

(3) (wa, — a,)x = w»X-i — /{,, mb^ — i, = 0, (4) 

dalle quali conviene eliminare la m. Si prenda il valore di m dal- 
la (4) e si sostituisca nella (3) ; sarà 



ovvero 


B./5, — 


Volendo determinare y con lo stesso metodo , nell equazione (2) 
si metterà taa, — e,=0, e sarà 

mk, — A, 

mó, —6, 


E siccome tn 


a. 


si avrà 



ovvero 


y= 


b'i^a a,/*, ^ 
4, a,— a,6. 


Cambiando i segni nel numeratore e nel denominatore del valore 
di y , si avranno i due valori delle incognite espressi da 


(S) 


^ k.b,-6,k, 

’^a,6a — b,a, ’ 


a.l\—k,a. 


( 6 ) 


1S2. Sieno ora tre equazioni a ire incognite , rappresentate se- 
condo r adottato sistema da 

a^x-i-6^y-\-c^z=A, , 

-t- CjS = X'j , (7) 

a,x-h bj/-{- c,z=i,. 

Moltiplicando la prima per m , la seconda per n , e dalla somma 
delle due prime sottraendo la terza , si avrà 

(ma^'hna,’^a,)x + {mb,-i-n6,—b,)y+(mc^-hnca — c,)z 
— ftiA fiA Ag* 

Avendosi due quantità indeterminate , m ed n , si possono queste 
determinar con le condizioni che due de' coefficienti delle incognite 
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vadano a zero. Facendo eguali a zero i coeDìcienli di x c à'y si avrà 

mkj-hnkt — . 

** wc, — c, ’ 

c i valori di m ed ra saranno dati dalle equazioni 
c,fn-4-a,n = Oj , 

Considerando in queste equazioni wi ed n come incognite , e facen* 
do r eliminazione o pure applicandovi le formolo (») e (6) col fa- 
re d. = a,, = K = si avrà 


( 9 ) 

( 10 ) 


m: 


a,6,—6,a. 


a,i,—6,a. 


i quali valori sostituiti in (9) danno 

Mettendo eguali a zero i coelEcienli di x e di y nella (8) , e poi 
quelli di V e di s , e determinando convenientemente nei due casi 
i valori di r» ed n , si troverebbero col metodo stesso i valori di y 
e di X. Ma la forma simmetrica che presentano le equazioni (7) 
rende inutile la ripetizione del calcolo ; giacché dal valore di z si 
ottiene quello d'y cambiando c in ^ e ^ in c. Si otterrà così 

— c.a.) — c.«i) 
é,(a.c,— c,a,) — é,(a.c, — c.a, )■ 

Parimente cambiando in questa espressione ^ in a c a in & , si 
otterrà 


Effettuando le moltiplicazioni , c cambiando il segno nel numera- 
tore c denominatore del valore d ’ y , i valori delle incognite avran- 
no per denominatore comune 

-t- a, -H j — -h » j — • 


11Ì3. Si vede già come questo metodo si estenda a qualunque nu- 
mero di equazioni. In efl'elli , avendosi quattro equazioni fra quattro 
incognite , si moltiplicherà la prima per m , la seconda per n , la 
terza per p , e dalla somma delle prime tre sottraendo la quarta, 
si avrà un' equazione fra quattro incognito e tre indeterminate. Po- 
tendosi assumere tre condizioni , si faranno eguali a zero tre dei 
coellicicnti delle incognite , e rimarrà un’equazione con una inco- 
gnita. La determinazione di m , n , p dipenderà da tre equazioni 
a tre incognite. Analogamente si procederebbe per un maggior nu- 
mero di equazioni. 
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1S4. M(i senza andar più olire, osservando l' equazione (8), o 
In (9), si terrà come conseguenza necessaria del metodo che , qua- 
lunque sia il numero delle equazioni , il valore di ciascuna incognita 
è un’ espressione frazionaria , in cui nel denominatore entrano sola- 
mente i còeflìcienli delle incognite , cioè a , ò , c , rf. . . , e il nu- 
meratore non differisce dal denominatore se non perchè vi si trova 
cambialo il coeflicienle dell’ incognita nel termine noto. I valori ot- 
tenuti per due c tre incognite fanno inoltre conoscere che il deno- 
minatore è comune , ed è un polinomio omogeneo composto tutto di 
termini diversi , di grado eguale al numero delle equazioni. Basterà 
perciò saper formare il denominatore comune , per comporre il va- 
lore di ciascuna incognita , perche , siccome si è detto , per otte- 
nere il numeratore basta solamente cambiare il coefficiente dell' inco- 
gnita nel termine noto senza fdlerare nè gl’ indici nè i segni. 

Or da un attento esame sulla forma de’ valori ottenuti per le equa- 
zioni a due e tre incognite , si vedrà che per formare il denomina- 
tore comune deve adottarsi la regola seguente. 

Si formi il prodotto , e poi si faccia avanzare il 6 verso la si- 
nistra e si cambi il segno ; si avrà cosi aò — 6a. Dando alle lettere 

5 ;l’ indici 1 e 2, si ha che è il denominatore comune per 

e equazioni a due incognite 

Con ciascheduno de’ termini aò , — 6a si combini la terza lette- 
ra c , mettendola prima alla destra , c poi facendola avanzare di un 
posto per volta , conservando al primo termine il segno che ha , e 
cambiandolo ogni volta che c cambia posto ; si avrà cosi 

-{-aòc — acò-hcaò — òae + òca — eòa. (Il) 

A ciascuno di questi termini mettendo gl’ indici secondo 1’ ordine na- 
turale , si avrà il denominatore comune per le equazioni a tre in- 
cognite: 

L’ analogia porta ad estender questa legge anche ad un maggior 
numero d’ incognite. Quindi per formare il denominatore delle eijiia- 
zioni a quattro incognite, con ciascun termine dell’ espressione (1 1) 
si combini la lettera d , mettendola prima in ultimo luogo , e poi 
facendola avanzar di un posto per volta, e cambiando segno quan- 
do (/ cambia posto. Si avrà 

-1- ahed — aòde -f- adòc — daòr 
— afbd-\-aedh — cc. (12) 

-v-eaòd — ec. 


E dando a tuli’ i termini gl’ indici 1 , 2 , .“ì , A si avrà 

-t- a,ò^c,d^ — oJ>,d,f^^ -t- cc. che è il denominatore comune |)er le 

equazioni a quattro incognite. 

La quinta lettera « si combini allo stesso modo con ciascun ter- 
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mino deir osprossionc (12) ; o osservando la regola de’ segni , risulterà 

-t- abcde — abced abecd — aebcd -f- eabcd 

— abdcc -f- abdee — cc . 

-‘t-adbce — ec. 

— ec. 

E in ciascun gruppo di lettere apponendo gl' indici secondo l’ ordine 
naturale , si avrà il denominatore comune per cinque equazioni a 
cincone incognite. 

Continuando a comporre de' polinomi allo stesso modo , si esten- 
derà la legge a un numero qualunque d' incognite. 

Siccome il posto delle lettere è rappresentato dagl’ indici , sarà Ta- 
cile riconoscere che indicando in un modo compendioso per[a,^, ] 
il polinomio ab — ba nel quale si dà l’ indice 1 alla prima lettera , 
il 2 alla seconda, per [a^b,c,] il polinomio 
->rabc — acb-^-cab — bac-^bca — eba in cui le lettere avranno gl’in- 
dici 1 , 2 , 3 , e così per gli altri ; si avrà 


KVX 

{a^b^c,d^e,] 

\aj}^c,d^ej^ 


= e, [a A] — + <■. 

=ÉTj«/.e,] — d, [a.à.ej -j- </. [a.(5,ej — rf, (17) 

=e, \a^b,cjd] — e^ [aX<^,d,] -t- e, [a.i.eX] — «c. 

=/. — y» +/; [a^b^c,d,e,] — ec. 


le quali Tormole Tanno vedere in che modo il polinomio Tonnato da m 
lettere dipende da quello di m — 1 lettere. 


1S3. Per dimostrar questa legge , si chiami R il polinomio Tor- 
mato, nel modo indicato , dalle m lettere a , b , e , d / prese 
secondo l’ordine naturale. Siccome in un solo termine le lettere seguo- 
no r ordine naturale, in tutti gli altri si troveranno invertite. Or 
quando due lettere, contigue o no, non seguono l'ordine naturale, 
si dirà che Tormano un’ inversione ; e un termine presenterà tante 
inversionf per quanti sistemi di due lettere vi sono che non se- 
guono r ordine naturale. Per es. nel termine cdbae , c precede b 
ed a , precede b ed a, e b precede a : sono in tutto cinque in- 
versioni. Il numero delle inversioni corrisponde al numero de’ pas- 
saggi che hanno avuto luogo per Tormarc il termine cdbae da abcde, 
o pure il numero de’ passaggi che debbono aver luogo per rimettere 
le lettere cdbae nell’ordine naturale. 

E poiché in ogni termine entrano tutte le lettere , e queste oc- 
cupano tutti i posti possibili , c evidente che prendendo le lettere 
secondo un altro ordine qualunque , ne risultano sempre gli stessi 
termini ad eccezione del segno. Per giudicare del segno si osser- 
verà che prendendo il primo termine positivo , il segno degli altri 
termini dipende dal numero de’ passaggi che hanno avuto luogo 
sulle lettere adoperate (ino a quel punto ; e perciò se le lettere si 
prendono secondo un altro ordine , il segno del polinomio sarà lo 
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slesso o contrario , secondo clic nel primo termine il numero dei 
passaggi clic bisogna fare por rimetter le lettere nell' ordine natu- 
rale e pari o impari , o pin brevemente secondo che questo primo 
termine presenta un numero pari o impari d’inversioni. Quindi se 
si fa 

] , i?' = [ ] , sarà R' = — R. 

Se nel polinomio R si cambia a in ò e ^ in a , il polinomio non 
soffre altra alterazione che il solo cambiamento di segno , perchè 
ciò equivale a prender le lettere nell'ordine baede.... In generale 
se si permutano due lettere fra loro , il polinomio cambia solo di 
segno. 

Cambiare a in ^ e ^ in a significa metter b nel posto di a e 
a nel posto di ^ ; e poiché il posto è indicato dagl' indici , ne se- 
gue che permutando due indici fra loro, il polinomio cambia solo 
di segno. 

Guardandole formole (17), si vede che se si scrive a in vece 
di ó, il primo polinomio si annulla e con esso tulli gli altri. Ma 
siccome per formare il polinomio si può anche incominciare dalle 
due lettere cd , e la differenza sta solo nel segno , perciò se si 
scrive d in vece di c , il polinomio anche si annulla. In generale 
scrivendo b o c o d, ec. in vece di a, o pure a o c o d , ec. in 
vece di b , ec, si ha sempre R — 0. 

11 cambiamento delle lettere corrispondendo al cambiamento de- 
gl’ indici , ne segue ebe se si scrive 1 indice 2, 3, o 4, ec. in vece 
di 1 , o altrimenti se si aumenta un indice di un certo numero di 
unità, si ha 7/=0. 

Siccome in ciascun termine di R, le lettere a, b, c, d, .... 
entrano una sola volta , e ciascuna deve trovarsi in tutti i posti 
possibili , il polinomio R si potrà metter sotto queste diverse forme: 

.... AmUmi 

R=B^b,-h R^bf-h Rib,-+- .... -\-Bmb,„, (18) 

-t- -t- CmCm, 

ec. 


in cui \c A non contengono « , le fi non contengono b, e cosi 
di seguilo. 

Si avrà perciò 


AJt^-^r AJ>^-\- A^b^-k- .... -i- /Imb,H — 0i 
Afiy -t- 4- A,r, -1- .... -t- A„ c„, = 0 , 


(l!>) 


ec. 
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loG. Ciò posto, sieuo m equazioni Ira m incognite x, y , 2 , u,.... 

a,x 4- -H c,3 4- rf, « + . . . . = , 

a,a:4-i,y4-c,5 4-É?. «4- . . . . =X, , 
o_r4-%4-C,5 4- «/,M4- . . . . =>t, , (20) 


0„iX4-Aniy4“ Cm34-</mr/4- .... — km- 

Moltiplicando la prima equazione per //, , la seconda per , la 
terza per A , , ec. , e sommando, si avrà 

( A^ <Z, 4 - A^ fl, 4 - . . . . 4“ Am^m)^ 

+ (A,ò,-+-A^ò^-hA,6,-^...--i-Amkm )y 

4 ” ^A^Cg-i- AJ^C^-i~ A^Cy-^ - - • Afn -• ' ^ 

= A yky-inA^k^-^AJt^-^- Ayky-\-...,-\-Amkm 

la quale , in virlù delle (18) e (19) , si riduce a 

Ux = A yky-Y- Ayk^-^ Ayky -^ .... Amkm , (22) 

d’onde 

A yk y A^k 2 4” A yk j4“. . . -“"^Ayytkm 

X— ^ 

Moltiplicando le (20) rispettivamente per 5, e poi 
sommando , si ottiene 

^yky S ^k yk y 4* . . • ^mkm 

y = S ; 

e così di seguito. 

Questi risullamenti pruovano la legge stabilita ( n° 154 ). 

157. Paragonando le (18) con le (17) si vede , che il coelEcienfe 
di ciascuna lettera non è altro che il polinomio formato colla stessa 
legge dalle lettere rimanenti prese nell'ordine naturale, c col segno 
proprio 0 col segno cambiato secondo che la diiferenza fra l'indice 
della lettera che sta fuori c quello che dovrebbe avere neU'ordinc 
naturale è pari o impari. Seguendo la notazione adottala ( n° 154) 
sarà 

Ay= [6yCyd^...],A,,=—[6yCyd^...],Ay= [V.rf*- -]- ec- 

By=s—[a,yCydy...], By— [o,c,i/,...] , ^,=a— ec. 

ec. 

158. Considerando che nelle formolo (18) AyOy contiene lult’i 
termini ne'quali entra a, , Byby tutti quelli ove entra by, ec., e che 
tutte le lettere si debbono successivamente trovare al primo posto, que- 
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sii lermini sommati insieme comporranno il polinomio lì, il quale 
potrà mettersi anche sotto le altre forme seguenti: 

^ — -t-ec. 

"t“ + ec. (^3) 

R = ^,o, -i- BJ>, -+- C,c, -I- ec. 
cc. 

Ma queste formole si deducono dalle (18) cambiando i cocIGcienti 
a,,a^,a,... in a,,b^,c,...\ b,,b,,b,... in 

e così di seguito ; perciò il denominatore R sarà comune anche ai 
valori delle incognite dedotti dalle equazioni 

= ••• —a .+, , 

b, x b^y + b,z-{-b^u-\- ... =b,+ . , (24) 

c, x->r- e^y-^e,z->r- =c.+ , , 

cc. 


e per aver il numeratore basta cambiare in wi-t-l l'indice dell' in- 
cognita che si cerca. Perciò si avrà 


■^1 o» 4 -. -t- C,c»4., - 4 - ec. 

R 

.. -^*<^-1 + 1 I H- , -f-ec. 

y -fi 


(2J»') 


ec. 


1S9. Questa osservazione pruova anche la legge di dipendenza che 
il polinomio lì formalo da wi lettere ha con quelli formati dam — 1 let- 
tere. Per fissare le idee si considerino quattro lettere abed. Le equa- 
zioni (19) limitate a quattro lettere si potranno scrivere nel modo 
seguente : 


Cr 

d. 


A^ 

Al A. Aj 

t , 7 % , J i 

-T+‘‘-zr,*‘‘-zr: 


K. 

■‘•4. 

^4-. 


e si hanno così tre equazioni, di cui le incognite sono^ ' ^ 

i coefficienti sono b,,b,,b,', c,, c,, c, ; ec. Quindi il denomina- 
tore comune sarà c i numeratori saranno 


-[c.rfA], -[M], 

ovvero 

— ( <’ A ] . + [ A ] 1 — { • 
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^ t [ ] 

[ó.c.rf,]’®®' 

ovvero 

^.= — [ò.eyj , J,= [b,c,d^], — 

siccome dev’essere {□" prec.). 




160. Da ciò segue ancora che se si hanno tra m incognite m 
equazioni senza termine noto , si potranno da queste eliminare tutte 
le incognite, e resterà un’equazione di condizione tra ì coelHcienti, 
che sarà precisamente l’equazione ^ = 0. 

In effetti sieuo per fissare le idee le quattro equazioni 

+ ò ^ -H ^,5 -t- d 4« = 0 , 
c.x -+- c,y -h c,z -hc^u = 0, 
d^x-hd^-hd,z-ì-d^u = 0 . 

I valori d'x,f/,z,u ricavati dalle tre ultime sono quelli ottenuti per 
yf„ nel n“ prec.; e que’ valori sostituiti nella prima danno 

precisamente 

R = 0. 


A U T. Vili, 

Osservazioni intorno ai valori delle incognite , e discussione 
delle formale che li rappresentano. 

161. Allorché i coclEcienti delle equazioni sono rappresentati da 
lettere , si ottengono per valori delle incognite delle formole , le 
quali possono divenir semplici forme algebriche , se nel sostituire i 
numeri alle lettere lo operazioni in esse indicale conducono ad ope- 
razioni impossibili o a risullamenli singolari. Frattanto è principio 
generale applicabile ad ogni classe di equazioni , e di cui conviene 
fin da ora sentir tutta F importanza , che qualunque sia la forma 
che assume il valore ottenuto per l’ incognita, esso come espressione 
algebrica gode della proprietà ehe sostituito in luogo dell’ ineognita 
deve soddisfare alTequazione , cioè rendere il primo membro iden- 
tico al secondo. Si supponga per cs. che si tratti delle tre equazioni 

a,x->rl>,y-irc,z=k^, a^-^b^-JrC,y=k,. ( 1 ) 

Rappresentali per 

A h C 

^ — ii' y — n' 

i valori che sì ottengono per le incognite, si può asserire che que- 
sti Ire valori messi in luogo d'.j-, y, z nelle (1) remlerniino il 
A'/, di Ahj. 12 
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primo membro eguale al secondo. In cfl'eKi qualunque sia ri prrr- 
cedimento tenuto per risolvere le equazioni date , è indubitato che 
dalle (1) si giunge alle (2) [vcr una catena di equazióni intermedie 
nelle quali è sempre conservata la medesima relazione fra le quan- 
tità cognite c le incognite. Ora due sistemi di equazioni clic con- 
tengono sotto forma diversa le stesse relazioni fra le quantità co- 
gnite e le incognite sono tali che possono essere scambiali 1' uno 
nell' altro ; vale a dire che alle tre prime equazioni si possono so- 
stituire le altre. Ma le (2) sono soddisfalle allorché per x si mette 
. B 

— , per y si mette —, ec.; dunque anche le (1) debbono esser sod- 
disfatte allorché per x, y, s, si mettono i notati valori. 

Ix> stesso ragionamento è applicabile al caso in cui si ha una sola 
incognita. 

E necessario formarsi un’ idea precisa dell' oggetto della risolu- 
zione di una o più equazioni. Nel primo caso si cambia la forma 
dell’equazione in modo da svincolar l' incognita dalle altre quantità 
cui è congiunta ; e nell' altro si passa da un sistema di equazioni, 
in cui le incognite sono mescolate insieme, ad un altro sistema in cui 
le incognite si trovino separate. Ma in tutte le operazioni di passaggio 
dovendo rimanere inalterate le relazioni tra le quantità cognite e le 
incognite , alle prime equazioni si possono sostituire le seconde. 


162. Il valor di un incognita nelle equazioni del primo grado si 
presenta generalmente sotto la forma ^ = essendo// e .ff po- 


linomi composti per mezzo de’coolllcicnti delle equazioni. Nel sosti- 
tuire alle lettere i numeri particolari relativi alle equazioni date, il 
detto valore può risultare intero o frazionario , positivo o negativo. 
Ma sotto qualunque forma si presenti , esso deve soddisfare alle equa- 
zioni da cui deriva. Per vedere in che modo un valore negativo 
dell'incognita possa soddisfare ad un’equazione, si discenda ad un 
esempio. Sia l’equazione 


-a:H-13= -x-f-5 -X. 

3 o Z 




la quale risoluta dà 

x=z — 4. 


Sostituendo — 4 nell' equazione data si ha 

8 4 12 

— 13=— ; 


w 


ovvero , moltiplicando per 3 e riducendo , 

— 8 h- 39 = — 2-1-33 , cioè 31 =31. 

Confrontando I' equazione (3) con l' identità (4) si vede che non vi 
è nessun numero che messo per x potrebbe rendere nella (3) il 
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primo membro identico ni secondo , a meno che non si cambiasse 
per alcuni termini I’ addizione in sottrazione c viceversa , o per dir 
meglio se non si cambiasse il segno a tutti i termini che conten- 
gono r incognita. E di fatto si può verificare che l’ equazione 

— I X -H 13 = — i j -H S -h I X, 
risoluta dà x = 4. 

In generale pe’ valori negativi dell'incognita si può dedurre quanto 
segno. 

1“ Se un’ equazione di qualunque grado dà per valore della x 
una quantità negativa, per es. x = — rf, scrivendo nell’ equazione 
data — X in luogo d’x , si avrà un'altra equazione che sarà sod- 
disfatta per x = d. In effetti si può all' equazione proposta sostituire 
r altra x= — fif; la quale col cambiare x in — x diviene — x= — d, 
ovvero x-=.d. Dunque l’ equazione x = ef si potrà sostituire a quella 
che risulta cambiando x in — x nella data. 

2“ Nelle equazioni del primo grado il cambiare x in — x corri- 
sponde a cambiare il segno a lutti i termini che contengono l’ in- 
cognita. 

3" Qualora l' incognita rappresenta una quantità che non può di- 
venir negativa , f equazione che dà un valor negativo è assurda. 
Ma siccome questo valore nelle equazioni del primo grado diviene 
positivo col cambiare i segni a tutti i termini che contengono fin- 
cognita , basta questo solo cambiamento per toglier f assurdo dalle 
equazioni. Il che mostra che f impossibilità nascente da' valori ne- 
gativi si toglie senza alterare i valori numerici de' coefficienti , e 
in conseguenza senza alterare i dati , ma solamente modificando 
1’ enuncialo del problema che vi si rapporta. 

163. Se nell' espressione X = ^ , A o R o entrambi divengono 
zero , il valore d’ x prende una di queste tre forme : 

0 A 0 

^= 7 {’ ^ = 

A . . 

Iliflcttendo però che da può passare a Rx = A , si ve- 

drà facilmente che desse corrispondono a que' risultamenti singolari 
notati ne’ n* 144 e scg. , cioè 

x = 0, 0=A , 0=0. 

Dunque le due prime forme esprimono che le equazioni sono assur- 
de , e la terza che il valor delf incognita è indelcrminalo. 

Non potendosi eseguire operazioni sul zero cioè sul nulla , non 
si saprebbe concepire qual potesse essere il quoziente di una divi- 
sioue in cui il dividendo e il divisore, o un solo di essi, non esi- 
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sloDO. Dunque le rormc (li) non possono cho rìsTOgliare un' idea di 
convenzione attribuita ad esse per mettere in corrispondenza de' ri- 
sullamenti che debbono coincidere, quantunque ottenuti |)er diverse vie. 

Ma se le forme (li) si riguardano come limiti verso i quali tonde 
il valore d' x , allorcliè uno o più coenicipiiti variando toccano im 
certo limito , ciascuna di quelle conserva la qualità di espressione 
algebrica , e come tale deve soddisfare all' equazione da cui risulta. 
Si rifletta bene a questa distinzione , la quale fa aoc|uistarc idea 
distinta del modo come i valori 0 e co possono soddisfare alle equa- 
zioni , e dare anche delle risposte coerenti alle quistioni che vi si 
riferiscono , siccome si vedrà nel trattar de' problemi. 

164. IS'ello stabilire un' equazione , qualunque sia il grado della 
medesima , si rappresenta per x l' incognita ; c poiché questa x ha 
la forma di quantità intera e positiva , in tutte le trasformazioni si 
opera seguendo la regola delle quantità intere e positive. Or sicco- 
me l'incognita può essere una quantità reale di qualunque natura , 
trovandosi dimostrato che le regole del calcolo si estendono senza 
restrizione alle quantità negative e frazionarie , tutte le trasforma- 
zioni cui dà luogo la risoluzione dell' equazione, eseguite operando 
secondo le regole generali , sono legittime (*). 

165. Allorché per la sostituzione de' numeri alle lettere nelle for- 
mule generali , i valori delle incognite assumono qualcheduna delle 
forme singolari (3) , avviene sovente che questi valori non si ac- 
cordano con quelli che risultano risolvendo direttamente le equa- 
zioni ; ossia i valori delle incognite assumono una forma diversa , 
allorché le ipotesi particolari relative ai coeflìcienti si fanno sulle 
equazioni , o pure s' introducono nelle formule generali rappresen- 
tanti i valori delle incognite. 11 neces.sario quindi esaminare qual- 
cheduno de' casi in cui le formolo generali danno valori delle forme 
(3) , ad oggetto di mostrare come si mettano d'accordo coi valori 
che si ricaverebbero direttamente dalle equazioni. 

Sieno le due equazioni a due incognite 

le quali danno ( n* 161 ) 



^ a,à,— ó.o, ’ ^ — b,a,' 

e si supponga da prima che nessuno de' coefficienti sia nullo. 

1" Ile tre binomi che compongono le espressioni (7) basta che 
due divengano zero , affinché si annulli anche il terzo. In effetti 




(«) 




m 


(‘) si ponga attrnzionp a questa rondiziune, la quale imprdisec di poter Iral- 
lare della risoluzione delle equazioni prima che le regole del calcolo si sieno estese 
a tutte le quantità reali. 
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suppongasi che sia ^,a,=0 , e Da quesle 

relazioni si olliene 


a. 


«I 



( 8 ) 


dalle quali evidentemente risulta a,i\ — X-,o,=0. I valori (7) delle 
incognite assumono la forma — e perciò restano indeterminati. Di 


fatti cosi dovea avvenire ; imperocché fatto 



di 

X. 


si ha 


, b^ = b^q , X-,«=X, 9 , e la seconda delle equazioni (6) per 
la sostituzione di questi valori diviene a^qx-\-b^qij=k^q , la quale 
divisa per q riesce identica alla prima. Avendosi dunque fra due 
incognite una sola equazione , i valori delle incognite debbono ne- 
cessariamente presentarsi sotto la forma d’ indeterminazione. Si os- 
servi però che i valori delle incognite sono indeterminati , ma di- 
pendenti fra loro , cioè legati da una relazione. 

2" Se fosse solamente i valori (7) diverrebbero 


A A' 

Or dalla relazione — b^a,=0, si ricava Mosso que- 

^ I 

sto valore nella seconda delle equazioni (G) , le dette due equnzioni 
divengono 

o.x^bj!=k,, o.x -t- : (9) 


equazioni assurde , se i coeflicienti si riguardano come quantità date. 
Ma se la dilfcrenza (ij>^ — ^,/z, fosse variabile e si avvicinasse al 
limite zero, si avrebbe x=oo, _y=oo. Questi valori soddisfano 
alle equazioni (9). In effetti queste equazioni , messe sotto la forma 

a,x = k^~bjj a^x-^^ — b,y, 

mostrano chiaramente che possono esser soddisfatte da que’ soli va- 
lori d’a; e d'y che permettono di trascurare i termini X-, , • 

3” Se si ha solamente X,X, — = 0, risulta X,= , il 

qual valore messo nelle formolo (7) dà 

Q X‘ , (fl , X „ X , o I ) k , X a 

’ y X,(a,X, — X,a,) X, X, 

Introducendo questa ipotesi nelle equazioni date , esse divengono 

-+- b,i/ = X-, , X -h b,y = X-, , 
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r si vede che non possono esser soddisradc che da quel valore d’a: 
che pernietle di poter trascurare i primi termini a fronte degli altri. 
4“ Sia a, =0, a,=0, si avrà 


x=- 




I^c equazioni proposte , divenendo 

k k 

sono incompatibili , se non = Ammessa quest’ ultima con- 
dizione , i valori deir incognita si presentano sotto la forma ^ , 

k 

non ostante che y abbia un valore determinato . Ma se senza 

. . . 

tener conto delle condizioni a, = 0 , a,=0, ne' valori (7) si mette in 

k k 

vece di X-, il valore che risulta dalla relazione , essi divengono 

Vi 0% 


k,6^ — k,6. 


a,6^ — X,o, ’ ^ òt'a,6, — 6,a, 

Sopprimendo nel valore d' y il fattore comune , si ha 

0 k. 




T-. 


a, 6, — 6,a, ^ Ì4, ’ 

c poscia facendo <i^=0 , a,=0, si ha 

0 X-, 

"^= 0 ’ 

11 valore d’ y rimine della forma ^ • Non ostante che le equazio- 
ni sieno assurde , questo simbolo esprime anche indeterminazione , 
perchè scomparendo la a; dall’equazione, può quest’ incognita avere 
un valore qualunque senza alcuna relazione col valore d’y; o in 
altri termini la a?, avendo in ciascuna equazione per coefficiente 
zero , può ricever qualsivoglia valore. 

Segue da ciò che nelle equazioni a due incognite , quando nes- 
suno de’ coefficienti è zero , se uno de’ valori delle incognite ha la 

forma — , - , anche l’ altro avrà la stessa forma ; ma se uno è 

0 0 

zero , r nitro ha un valore finito. 

]6G. Si passi ora al caso in cui tutti i termini noti sono eguali a 
zero. Si abbiano perciò tra le m incognite x, y, s, », ... le m equazioni 

+ A,y-+-c,s-+-rf,«+ . . . =0 , 

. . . = 0 , 




Digitized by Google 



(93 ) 

Seguendo la nola 2 Ìonc adoliala ( n“ lo5 ) i valori delle iucognile , 
nel caso in cui esistessero i termini noti sarebbero 

e poiché il k entra in tutti i termini de’ numeratori , questi valori si 
riducono a 


y= 


=^, ec. 


R' 


Quando la R non è zero , si ha a?=0, y=0, ec., e le equazioni 
sono assurde. JMa se Ji=0 , le incognite assumono la forma 

0 0 
a;=— , »/ = ■", cc. 

O’ •' O’ 

Si è detto ( n” ICO ) che eliminando tutte le incognite dalle equa- 
zioni si perviene ad una equazione di condizione che è precisamente 

R=Q ; 

e perciò se i coefficienti sono tali che questa condizione sia verifi- 
cata , le equazioni sono compatibili , ma i valori delle incognite re- 
stano indeterminati. 

Per fissare le idee e per comprendere il senso della indetermina- 
zione , si prendano le tre equazioni 

A,y-t-c,s =0, o,ai;-t-ò^y-t-c,3=0, fljX-t-ò,y+c,s = 0 (1 1) 
Dividendo per z , due sole equazioni bastano per determinare i rap- 
porti— , c l’equazione R=0 , cui si riduce la terza per' la so- 
stituzione de’ valori di * e , esprime che i valori d’* e ^ da qua- 
lunque delle tre equazioni si ricavano sono sempre gli stessi ; il che 
include la possibilità della coesistenza delle tre equazioni. In effetti 

i valori d — ricavali dalla prima e dalla seconda, e dalla prima e 
dalla terza sono 

X ò,c, — c,ò, — c,ò, 

s“o.ò,— ’ s — A.a, ■ 

Se questi valori non fossero eguali , le equazioni sarebbero contrad- 
dittorie. Eguagliandoli ,' si ritrova R=0. 

Dalle due prime equazioni si ottiene 

X ò.c, — c,ò, y c,a, — «.c. 


z Alò,— 3 à,fl» 

Dividendo l’ una per l’ altra si ottiene 

X Ò,c, — C,ò, 


( 12 ) 


(13) 
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Perciò (quelle equazioni sonnminislrano i soli rapporli delle incognite, 
mentre i valori particolari restano indeterminati. 

Le e([uazioni (12) e (13) si possono comprendere in una sola for- 
mola , e scrivere 

^ _ y _ s . 

e,a. — a.c, 


Itì7. Quel che si è detto è sufiicienle per mostrare in qual senso 

i valori — , — riguardati come limili soddisfano alle equazioni , e 

come si mettono d' accordo i risullamenti ottenuti dalle formole che 
rappresentano i valori delle incognite con quelli che si ricaverebbero 
direttamente risolvendo le equazioni (*). 

Solamente è da avvertirsi che il simbolo — esprime sempre in- 


determinazione , quando questa forma non la riceve per la presenza 
di im fattore comune al numeratore c al denominatore. Ala siccome 
r indeterminazione è di due specie ; cioè i valori delle incognite pos- 
sono essere indeterminati , ma dipendenti fra loro , e possono essere 


indeterminati ed indipendenti , avviene che la forma ^ si può pre- 


sentare anche quando le equazioni sono assurde. Ala allora questo 
simbolo non è l' indizio dell’ assurdo , ma indica solo che a quell’ in- 
cognita si può dar qualunque valore , ossia che le equazioni restano 
assurde qualunque sia il valore che si dà a quella incognita. 


ART. IX. 

Inlerpetrazionc de valori delle theognile ne’ problemi 
del primo grado. 

168. Si è dello ( n" 130 ) che un’ equazione si può sempre ri- 
guardare come la traduzione in linguaggio algebrico di un proble- 
ma numerico. .Ma la stessa equazione si può riferire a molti proble- 
mi particolari , diversi non solo per lo significato de’ dati , ma an- 
cora |>er le circostanze particolari che gli accompagnano e che non 
hanno potuto essere introdotte nell' equazione. Per conseguenza se i 
valori delle incognite vcrilicano sempre le equazioni , non sempre 
sono le soluzioni del problema proposto. AITinchc i valori delle inco- 
gnite possano soddisfare ad un problema , fa d’ uopo che non si tro- 
vino in contraddizione con niuna delle condizioni inerenti al proble- 
ma stesso , e non contenute nelle relazioni espresse dall’ equazione. 

1 valori positivi delle incognite , verificando l' equazione senza al- 
terarla , sono risposte dirette a' problemi numerici , e il più delle 
volte ancora a’ problemi particolari. Ala può avvenire che anche i 


(‘1 Prr una più ruinpiiila discussione si vegga il Trai, di Algebra, n‘ 202 e scg. 
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valori positivi delle incognito non convengano al problema proposto. 
Così, se per es. la natura del problema riebiede che il numero cercato 
sia intero , o pure maggiore o minore di un altro numero dato, e 
il numero ottenuto , quantunque positivo , non adempie fjueslc con- 
dizioni , si dovrà conchiuderc che il problema è impossibile. Di che 
daran pruova i seguenti problemi. 

I. Problema. Ln oste stabilisce con un cacciatore il seguente 
patto : darà egli S grani al cacciatore per ogni colpo in cui gue- 
sii farà cacciagione , e riceverà 3 grani per ogni colpo infrut- 
tuoso. Dopo 2u colpi il cacciatore rietve 74- grani. Si domanda 
il numero de’ colpi felici. 

Sia X questo numero , quello de' colpi perduti sarà 20 — x , e 
r equazione sarà 

Sx — 3(20— a:)=74, 

da cui 


Onesto valore non può assolutamente convenire al problema , perclu'* 
il numero de' colpi non può esser frazionario ; la qual condizione , 
cioè ebe il numero cercato debba esser intero , non può introdursi 
nell’ equazione. Il problema adunque è impossibile. 

Cbe questa impossibilità sia relativa interamente al problema di 
cui si tratta , può rilevarsi dall' altro che segue. 

II. Problema. Un mercante ha compralo 20 canne di tela per 
un certo prezzo. Nel rivenderla, sopra una parte di essa ha gua- 
dagnato o carlini a canna , e sulla rimanente porzione ha per- 
duto 3 carlini a canna, il suo guadagno totale è stato di 74 ear- 
lini. Si cerca il numero delle canne di ciascuna porzione di tela. 

Chiamando x il numero delle canne di tela su cui ha guadagnato , 
si ha la stessa equazione del problema precedente. Ma non essendo 
qui necessario che x sia intero , il problema è possibile , e si dirà 

3 

che il mercatante ha guadagnato sopra canne IG- , e ha perduto 
sopra canne 3^ ■ 

III. Problema. Un ouerajo avendo lavoralo per un certo nume- 
ro di giorni a tre carlini al giorno , e avendo seco tenuto per al- 
cuni giorni la moglie che gli ha prodotto una spesa di 2 carlini 
al giorno , ha ricevuto in fine 12 carlini. In un altra occasione 
avendo lavoralo per 6 giorni di meno a S carlini al giorno , e 
avendo tenuto la moglie per 4 giorni di meno , che gli ha pro- 
dotto anche la spesa di 2 carlini al giorno , non ha ricevuto al- 
cuna somma , cioè la spesa ha eguaglialo il guadagno. Si domanda 
il numero de' giorni di lavoro deli operajo , e quello de' giorni in 
cui ha tenuto seco la moglie. 

F.l. di Alg. 1 3 
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Sia X il numero de’ giorni dì lavoro dell’ operajo nella prima volfa, 
e y quello in cui ha tenuto lo moglie, sarà x-^6 il numero de’ giorni 
di lavoro delF operajo nella seconda volta e y — 4 il numero de’ giorni 
in cui ha tenuta la moglie. E poiché , quando avea 3 carlini al gior- 
no , per un numero x di giorni ha ricevuto 3x , le equazioni sa- 
ranno 

3jt— 2y = 12, 5(x— 6)-2(y— 4) = 0, 

d’ onde 



Il problema è impossibile , perchè non solo y dovrebb’ esser intero, 
ma è condizione essenziale che sia x>>6, y~>ii. 

Questa impossibilità si può anche manifestare in altro modo. Chia- 
mando X il numero de’ giorni di lavoro dell’ operajo nella seconda 
volta, ed y quelli della spesa cagionata dalla moglie, si darà luogo 
alle seguenti equazioni ; 

3(x-t-6)— 2(y-t-4)=«=12, Sx— 2y=0, 

da cui 



Il numero de’ giorni non potendo esser negativo , il problema è im- 
possibile. 

169. Il valor negativo enuncia un’ impossibilità , quando trattasi 
di numeri astratti e di numeri che non possono divenir negativi. Ma 

3 uando la cosa che è rappresentata dall’ incognita può esser consi- 
erata nel doppio senso , il valor negativo indica solo un difetto 
nell’ enunciato , e mostra che la cosa rappresentata dall’ incognita 
dcv’ esser presa nel senso opposto a quello supposto nell’ enunciato. 
Ilei resto anche in questo ultimo caso potrebbe il problema essere 
impossibile , se il valor negativo non soddisfacesse a tutte le altre 
condizioni del problema , analoghe a quelle osservate nel caso de’ va- 
lori positivi. 

I seguenti problemi serviranno di schiarimento su quanto si è detto. 

IV. Problema. Un operajo avendo larorato per t2 giorni, per 7 
de quali è stato ajututo dal figlio , ha ricevuto 4^ franehi ; al- 
tra volta avendo lavorato per 8 giorni e per S giorni soltanto 
avendo tenuto il^fiqlio , ha ricevuto oO franchi. Si domanda quanto 
guadagnava al giorno l’ operajo e quanto il figlio. 

Sia X il guadagno giornaliero dell’ operajo , e ^ quello del figlio. 
Le equazioni del problema saranno 

12x-+-7yc=46 , 8x-+-l>y = 30; (I) 

le quali risolute danno 

x = S, y= — 2 
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Il valor negativo — 2 risolve il problema , ed indica che il figlio non 
ha prodotto un guadagno , siccome nell' enuncialo si era supposto, 
ina una spesa. 

Se ciò si fosse conosciuto anticipatamente , chiamando x il gua- 
dagno dell’ operajo , ed y la spesa prodotta dal figlio , le equazioni 
sarebbero stale 


I2x — 7t/=si6 , 


8x — 0^5=30 , 


( 2 ) 


le quali danno 


y = 2. 


Il problema in questo caso è risoluto nel senso diretto dell’ enun- 
ciato ; ma è da osservarsi che le due soluzioni sono identiche , giac- 
ché y nel primo caso rappresenta guadagno , nel secondo spesa ; 
e — 2 di guadagno è lo stesso che 2 di spesa ( n” 22 ).- Vi è solo 
la differenza che le equazioni (2) sono la traduzione fedele dell’ enun- 
cialo , mentre le (1) danno luogo ad una interpetrazione. 

Si potevano ottener le equazioni (2) sostituendo nelle (1) — y in 
vece ni y ; e giù si sa ( n° 162 ) che dopo questa sostituzione le (1^ 
son soddisfatte per x = ÌS, y = 2. La mndilicazionc risultala nelle 
equazioni avrebbe indicata la correzione da farsi nell’ enunciato. Ma 
ciò non è necessario quando la quantità rappresentala dall’ incognita 
può esser negativa ; poiché la correzione nell’ enuncialo é una con- 
seguenza dell' idea assegnata ( n” 22 ) alle quantità negative. 

Se il problema fosse stalo enunciato generalmente , cioè senza in- 
dicare se il padre e il figlio guadagnavano o spendevano , sarebbe 
stato necessario , per mettere il problema in equazione , fare una 
supposizione. Il caso considerato corrisponde alla supposizione che il 
padre e il figlio guadagnassero lutti due. Il valor negativo rettifica 
allora la supposizione , non già il problema , poiché la supposizione 
non é una condizione. 


V. Problema. Ln padre ha 42 anni , il figlio ne ha 12. Dopo 
quanti anni l’ età del padre diverrà quadrupla di quella deljiglio ? 

Sia X il numero degli anni richiesto. Dopo x anni , le due età 
saranno 42-hx e 12 + x. Per la condizione del problema si avrà 

42-i-x=4(12-+-x), 

da cui 

x=— 2 . 


La quantità richiesta essendo un tempo che si può rapportare a un 
punto fisso , può esser riguardata in un doppio punto di vista ; cioè 
considerando come positivi gli anni che debbono decorrere dopo l’ epo- 
ca attuale , e negativi quelli già decersi. Perciò il valor negativo 
ottenuto fa conoscere che gli anni si debbono contare in senso op- 
posto , ossia che 1' età del padre é stata quadrupla di quella del figlio 
due anni prima dell’epoca attuale. In effetti, cambiando nell'equa- 
zione — X in X , si avrà 

42— x = 4( 12 — x), 

che dà X =2. 
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Qiipsf ultima pquazione mostra cliiaramcnic la correzione da farsi 
all' enuncialo , e giustiFica l’ interpeiraziono data al valor negativo. 

Enunciando generalmente il problema, cioè senza indicare se l'cpo* 
ca che si cerca deve precedere o seguire 1' attuale , il valor nega- 
tivo rettifica la supposizione che bisogna fare nel mettere il proble- 
ma in e({uazione. 

VI. Problema. Due rorrieri camminando sempre colia stessa re- 
locilà , per la stessa direzione , da C verso n , si trovano nel 
medesimo istante /’ uno in A , [ altro in B. Si conoscono le di- 
stanze de’ punti A e B da un punto C , e /c velocità de' due Cor- 
rieri. La distanza CA = 80 miglia , la GB = 130 ; il corriere clic 
si trova in A fa 4 miglia ad ora, e l’ altro ne fa 6. Si cerca il 
punto II del loro incontro. 

R> C A B n 

1 1 1 


Chiamando x la distanza Cll, sarà AR==x — 80, e BR=^x — 130. 
Or se il primo corriere mette un'ora per percorrere la distanza 4, 

j 80 

per percorrere la distanza AR metterà un tempo espresso da — 


Parimente il secondo 

. a: — 130 

li tempo — 


corriere per percorrere la distanza BR metterà 
Ma questi due tempi debbono esser eguali , dun- 


que si avrà 1' equazione 


X — 80 X — 130 

V~ 6 


da cui ricavasi 

x = — 20. 

Siccome le distanze si calcolano dal punto fisso C , avendo chia- 
mato X la distanza CR , si sono considerate come positive le «li- 
stanze prese a dritta del punto C , e perciò saranno negative lo di- 
stanze prese nel senso opposto, cioè a sinistra di C. 11 valor nega- 
tivo mostra adunque che la distanza CR dove prendersi a sinistra e 
non a dritta del punto C , cioè che l’ incontro succede in R' posto 
a 20 miglia a sinistra di C , c che perciò i corrieri si muovono 
da B verso R' c non da C verso R. Quindi se il problema è enun- 
cialo generalmente , per metterlo in equazione bisogna fare una sup- 
posizione ; supposto che si muovano «la C verso 11 , il valor nega- 
tivo rettifica la supposizione. 

Si può ammeltcrc che l’ incontro sia in R' prima del punto C , 
se si stabilisce che i corrieri sieno in cammino da un tempo inde- 
finito e si va cercando in qual punto della retta indefinita R'R i 
corrieri si trovano insieme.. Or siccome per mettere il problema in 
equazione si suppone che l' incontro sia in R, cioè che segua l’epoca 
che si considera ; il valor negativo anche in questo caso rettifica la 
supposizione c fa vedere che i corrieri si sono incontrali prima di 
arrivare a’ punti A e B. 
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Ma SG è condizione immutabile del problema che i corrieri vadano 
da C verso R, e che comincino a moversi da’ punti ^ e ^ , il va- 
lor negativo dell’ incognita indica il problema essere assurdo. 

170. Quando si tratta di problemi numerici , e il valor dato dal- 
r equazione è negativo , il problema è sempre assurdo , siccome vicii 
mostrato dal problema seguente. 

VII. Problema. Si cerchi t/n numero il cui triplo diminuito di 
i2 sia uguale a S volte questo stesso numero aceresciuto di 4- 

L’ equazione sarà 

3x— 12=ox-l-4, (3) 

che dà x = — 8. Il problema è dunque assurdo. 

Si può sempre in questo caso far ricadere l'assurdo nell' enun- 
cialo ; giacché siccome cambiando nell’ equazione a; in — x, Tequa- 
zione è soddisfatta per x=8 ( n° 1C2 ) , il cambiamento avvenuto 
nell' equazione indica la rettificazione da farsi nell' enunciato. Fa- 
cendo il cambiamento indicato si ha 

— 3x— 12 = — 3X-+-4, 

ovvero 

3x -t- 12 = ox — 4 , (4) 

la quale dà x=8. Or questa equazione mostra che per rendere il 
problema possibile bisogna che al triplo del numero che si cerca 
si aggiunga 12 , cd al quintuplo si tolga 4 per aver due quantità 
eguali. 

Le equazioni f3) e (4) non differiscono pe'dati, ma solo pel se- 
gno di alcuni termini. È questa la differenza essenziale fra l’as- 
surdo indicato dal valor negativo , e quello dato da' risultamenti 

x=0 , x= — ; la quale è, che in quel caso l'assurdo può esser 

tolto modificando l'enuncialo senza alterare i dati , mentre gli altri 
due caratteri di assurdità richieggono per esser tolti un cambia- 
mento ne’ dati del problema. 

171. Anche ne’ problemi particolari le cui equazioni danno per 
l'incognita valori negativi la modiricazionc apportata nell' ei|uazionc 
col cambiare x in — x è sufficiente per indicare la correzione da 
farsi nel problema. Ordinariamente la rettificazione eseguita per que- 
sta via coincide con quella che risulta attribuendo , quando é pos- 
sibile , alla quantità negativa un senso opposto a quello datole 
nello stabilire l' equazione ; ma non sempre. ISc sia di pruova il 
seguente problema. 

Mll. Problema. Un operajo avendo lavorato per tre giorni nei 
quali ha sofferto una ritenuta di J2 franchi ha ricevuta una certa 
somma ; in seguito lavorando allo stesso prezzo ò' giorni e ri- 
cevendo inoltre una gratificazione di 4 franchi, ha ritiralo una 
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somma t guaio alla prima. Si domanda guanto guadagtiaoa al 
giorno t operajo. 

Sia X il prezzo della giornata dell* operajo. L'equazione sarà la 
slessa del problema precedenle , cioè 


3j:— 12 = 5x-l-4. 


II risiillamenlo negativo — 8 , secondo il senso assegnato a queste 
quantità, indicherebbe che l'oper.ijo , in vece di guadagnare, spen- 
deva ; e che x deve rappresentare la spesa giornaliera dell' operajo 
a cui la prima volla si aggiunge 1' altra spesa di 12 lire. Il!a pel 
cambiamento del segno de' termini in x , l'equazione divenendo 
3x-t-12 = Sar— 4, 

fa conoscere che per rellificarc l’enunciato del problema, in vece 
di supporre che il guadagno si cangi in ispcsa , si può dire che 
la prima volta abbia ricevuto una gratificazione di 12 lire , e la 
seconda una ritenuta di 4 lire. Queste due rettificazioni sono egual- 
mente ammissibili ; ma bisogna seguir quella che più si avvicina 
alla natura del problema , o che meno si scosta dalle circostanze 
materiali clie lo accompagnano. Perciò la seconda maniera è da 
preferirsi . 


172. 1 risultamenti xssO, x=^, essendo il simbolo dell'as- 
surdo contenuto nelle equazioni , esprimono il più delle volle che 
il problema che vi si rapporta è assurdo. Come si può rilevare dal 
seguente esempio. 

IX. Problema. Ih mercatante ha cambiato tO canne di panno 
con 8 di tela , ed ha ricevuto 14-0 ducati, elitra volta permutan- 
do S canne di panno con 3 di tela ha ricevuto 70 ducali. Si 
domanda a guanto la canna è stata calcolata la tela , a guanto 
il panno. 

Chiamando x il prezzo di una canna di panno e y quello di una 
canna di tela , si avranno facilmente le equazioni 

lOx — 8y=140, »x — 3y = 70, 

le quali danno y = 0, x = 14. Il risullanienlo y =0 mostra che il 
problema è assurdo , perchè è impossibile supporre nullo il valore 
della tela , se è stato oggetto di permuta con un altro oggetto di 
valore. 


175. Ciò non ostante i risullaiiienti x = 0, x = - sono spesso dello 

risposte coerenti alle quislioni proposte o almeno proprie a farne cono- 
scer la natura. A dimostrar questa proposizione riprenderemo il proble- 
ma de' corrieri in tutta la generalità. 

X. Problema. Due corrieri si muovono da un tempo indejìnito lungo 
la linea AB per la medesima direzione da sinistra verso destra ; uno 
si trova in A wt numero h di ore prima che l' altro arrivi in B. La 
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disianza AB=d, il numero delle miglia percorse m un’ora dal pri- 
mo corriere è m , e quello delle miglia percorse in un’ ora dal seeondo 
è n. Si cerea il punto del loro incontro nella retta indejìnita C'ABC. 


A B' A' B B A" C 

C 1— I 1 1 — I 1 

Si supponga l' incontro in B, al di là del punto B-, sia AB=x, BB=g. 
I tempi messi dai corrieri per percorrere le linee AB , BB saranno ri- 

spetlivamente ^ siccome i corrieri si trovano in B nel medesi- 


mo istante , e il primo corriere trovasi in A un numero A di ore prima 

X y 

che r altro giunga in B , bisogna che i tempi — , differiscano fra loro 
della quantità h ; si avranno perciò l’ equazioni 


dalle quali si trae 

X = 


x—y = d. 

X 

m 

f* ’ 

m{d — nh) 


n ( rf — mh) 

m — n * 


tu — n 


(») 


I diversi casi che può presentare 
quadro segueute. 


1 ® 

m 

>», 

d> 

mk 

> 

nk 

2“ 

m 

<n, 

d< 

mk 

< 

nk 

8» 

m 

> «1 

d> 

nk , 

< 

mh 

4“ 

m 

<«> 

d< 

nk. 

> 

mh 

5® 

m 

> n, 

d< 

nk 

< 

mh 

6® 

m 

<n. 

d> 

nk 

> 

mk 


questo problema son contenuti nel 

I x=»-|-... , y = -h 

I x = -i- y = — 


S’ intende facilmente che quando x ed y son positivi , cioè nel primo 
e secondo caso , l' incontro avviene in un punto B posto al di là di B; 
quando x è positivo e y negativo, l'incontro k \.th A e B\ e quando 
soli tutti due negativi, l' incontro è avvenuto in un punto posto prima del 
punto A. Ed osservando che mk è lo spazio percorso dal primo corriere 
nel tempo h , e nk \o spazio percorso dal secondo in h ore , riesce an- 
che facile rendersi conto de' risultameli ti precedenti. Cosi per es. nel terzo 
caso si vede che quando il secondo corriere è in l’altro avrà per- 
corsa la distanza mk > 1 / e si troverà in un punto A" posto al di là 
Al B ; e siccome m^ n , cioè il primo corriere cammina più veloce- 
mente del secnudo , non potrebbero iocontrarsi dopo quest' epoca e perciò 
è necessario che si sieno incontrati prima di arrivare in in un punto 
posto tra A e B. 

Similmeute si ragionerebbe per gli altri casi. 

7° Se d = mk , sarà ^ = 0, x = d\ e l’ incontro succederà in B. 
Se d=nk sarà x = 0, y = — d; e l'incontro sarà avvenuto in A. 
Nel primo caso il risultamento y = 0,e nel secondo l' altro x = 0 sono 
le vere soluzioni della qiiistione. 

Per intender bene come ciò possa avvenire , si contino le distanze x 
ed y non già da’ punti A e B , ma da’ punti ove i corrieri si trovano 
nel medesimo istante. Si tratti del caso in cui d=smk. Siccome il se- 
condo corriere in A ore percorre la distanza tiA , ossia si troverà in /f' 
quando 1’ altro sarà in A , essendo B'B=s nk , si chiami y' B'B. E 
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cliiaro che basterà nelle formolc (1) fare y=sy' — nh. Con questa so- 
sti tu tiouc si avrà 

mid — nh) n[d — n/i ) 

X = ■ , V == 

m — n ’ * m — n 

Mcttcmlo in queste formolc <1 = m/i , emergerà 

X = mh , y'= > 

le quali danno per punto d’ incontro il punto B. 

Parimente nel secondo caso , cioè quando d = nh , basterà prendere 
per incognite le distanze BR ed yl'R , contandole da’ punti il ed yì' dove 
si trovano i due corrieri in un medesimo istante. Facendo nelle for- 
mole (1) x = x'-i-mA e poi d=nh si avrà 

x' = — m/l , y =3 ni : 

valori che mostrano ad evidenza che l’ incontro è avvenuto in A. 

8® Se anche m=n, sarà ar = -, y=-, la qual forma annunzia 

che i valori delle incognite sono indeterminati. 

E ciò doveva attendersi , giacche l’ ipotesi x = mi porta che i cor- 
rieri si trovino in B nel medesimo istante , e 1’ altra m = w indicando 
che muovonsi colla stessa celerità , importa che non possono mai disu- 
nirsi. 

9° Se si ha solamente m = n , i valori d’ ar e d’ y si presentano sotto 
la forma • Questo risultamento annunzia che l’ incontro è impossibile ; 

risultamento conforme all' ipotesi , giacché camminando con la medesima 
velocità , serberanno in perpetuo la stessa distanza. Ma se si conside- 
ra m — n = si dirà con linguaggio matematico che i corrieri s’ in- 
contrano ad una distanza inCnita. Il risultamento ^ fa in questo caso co- 
noscer esattamente la natura della quistione. 

174. Suppongasi ora che i corrieri vadano in direzione contraria, 
cioè l'uno vada da A verso B, l’altro da B verso A. 

A R B 


Si supponga in R il punto d’ incontro tra A e B, e sia AR=x, BR=y, 
e per gli altri dati si ritengano le stesse lettere finora adoperate. Ne ri- 
sulteranno le equazioni 

x~i~y = d, — — -^ = à, 

da cui 

m{d + nh) n(d — mh) 

* rn -f- ri ’ ^ m -f- n 

In questo caso il valore d’x è sempre positivo, quello d' y è negativo 
sol quando d < m/i , e allora l’ incontro succede a destra del punto B, 
cioè prima che il secondo corriere arrivi in B, 
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ITS. Ricavali «lall* esposta analisi, che nel risolvere una qiiislione si 
ha tpetio bisogno di far delle supposizioni per rappresentar le incognite 
e per istabilire le equazioni. 1 valori positivi converranno direttamente 
al caso relativo alla supposizione. I valori negativi o singolari dello in- 
cognite, annunziando la rettificazione da farsi all’ enunciato o alla sup- 
posizione per render le equazioni possibili , ovvero mostrando la natura 
del caso considerato , servono a racchiudere in una medesima formola 
tutt' i casi di cui un problema è suscettibile. 

176. Da quanto finora si è esposto può facilmente dedursi che i prin- 
cipali vantaggi che arrecano le lettere c i segni riduconsi ai seguenti. 

!<■ Le lettere potendo rappresentare quantità cognite c incognite, I’ uso 
di esse permette di operare sopra le quantità incognite come se fossero 
note ; il che favorisce I' analisi e serve mirabilmente per distinguere e 
•eparare le diverse relazioni che l' enunciato stabilisce fra le quantità 
date e quelle che si domandano. 

2° Scoperte queste relazioni , lo sviluppo di tutte le conseguenze che 
ne derivano esigerebbe una serie di raziocini! ai quali sarebbe diificile 
tener dietro senza 1’ uso de' segni che ne conservassero le vestigia , e 
TOr mezzo de* quali si potesse passar senza stento dall’ uno all’altro. 
Perciò l’uso de’ segni rende possibile la risoluzione di una infinità di 
quistioni complicate per le quali le teoriche dell’Aritmetica sarebbero 
iosufficienti. 

3° Trattandosi inoltre non di avere il valore individuale di ciò che 
si cerca , ma la serie delle operazioni da farsi sulle quantità cognite , 
i risultamenti ottenuti sono applicabili a tutti i problemi della stessa 
natura , cioè che differiscono solo pel valore de’ numeri dati. 

4° Le operazioni da farsi su i numeri essendo rimesse alla fine del 
calcolo , si ha il vantaggio di ridurle al minor numero possibile. Si 
perviene cosi a conoscere quali sono gli elementi più semplici pc’ quali 
si può comporre il numero incognito per mezzo de' cogniti; e si sco- 
prono certi rapporti che non si vedrebbero operando sopra numeri par- 
ticolari . 

5” Un rìsullamento algebrico, essendo indipendente dal valore de' dati, 
comprende tutti i casi di cui è suscettiva la quistione che vi si rap- 
porta , e fa conoscere fra quali limiti è possibile. 

Problemi da risolversi per esercizio. 

177. Ecco l'enunciato di alcuni problemi , da risolversi per esercizio. 

XI. Un padrone promette al suo servo , prendendolo al servizio , 200 
franchi all’anno e un abito. Dopo 10 mesi lo congeda, e gli dà 160 
franchi e l’ abito. Si domanda il prezzo dell’ abito. 

Risp. 40 fr. 

XII. Con a monete di una specie si formano m scudi , con b monde 
di un’altra specie si formano n scudi. Si cerca quanti pezzi di ciascuna 
specie sono necessari per fare p scudi con c pezzi ? 

Risp. Chiamando x il numero delle monete della prima specie , sarà 

a. _ g(ftp — f») 
bm — an 

El. di Atg. li 
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\III. Si cercano tre numeri , sapendo che la somma del primo e del 
secondo è a , del primo e del terzo è d , del secondo e del terzo è c. 

Ritp. Sieuo X, y , z, i tre numeri richiesti ; facendo <t-f-d-(-cs=2r, 

sarà 

ars=a — c, y=* — b , z = * — o. 

XIV. Una persona possiede un capitale a di cui una parte fa valere 
a un certo interesse , e 1* altra a un interesse diverso. L’ interesse della 
prima parte sta a quello della seconda come m : n ; ritira per tutto il 
capitale la somma b. Se egli potesse far valere la prima parte all’ inte- 
resse della seconda , e viceversa , guadagnerebbe di più il p per cento 
sul capitale. 

Ri>p. Sia X una parte del capitale , y l' interesse corrispondente rife- 
rito alla somma 100. Sarà 

a 1006 ( n — m )-f-opo m 200 6-f-op 

n — m 2006-f-ap ’ ^ m-+-» a 

Supponendo a ss 52800 , m = 2, , p=l , 6 = S036 , si ha 

ar= 86960 , y=S. 

XV. Con a carte si fanno b monti , composto ciascuno di e punti. La 
prima carta di ciascun monte vale 10 se è figura, 11 se asso, 12 se 
due , ec. , e tutte le altre carie valgono per un sol punto. Rese le carte d 
avanzale , se ne avanzano , si domanda la somma x dei punti che for- 
mano le prime carte di ciascun monte. 

Ritp. X£=rf-t-à(c-l-l) — a. 

XVI. Le quattro cifre di un numero sono tali che la loro somma è 24, 
la somma delle cifre delle centinaja e dell’ unità supera di 4 la cifra delle 
diecine , la somma delle cifre delle migliaja e delle diecine supera di 6 
la cifra delle centinaja ; e se a questo numero si aggiunge 6354 si ha 
un numero composto delle medesime cifre scritte in ordine inverso. 

Ritp. 2598. 

XVII. Un negoziante ha un capitale x in commercio. Ogni anno to- 
glie la somma a per le spese e il capitale aumenta sempre di una parte 
determinata del residuo. Dopo p anni il capitale si trova sn.r'* del pri- 
mitivo. Si domanda quanto era il capitale primitivo. 

Ritp. Chiamando r il rapporto secondo il quale aumentano i residui, 
cioè quel che diverrebbe il capitale 1 per l’aumento suddetto, si avrà 

or ( rC — t ) 

®~ir— l)(r'’ — mj' 

Se a 3 s 280O , r = -^,/o=4, m = 2, risulta xa«=201300. 
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CAPO III. 


EQUAZIONI DEL SECONDO GKADO , E TEORICHE ATIINI. 


►■S 8080 «»^ 


ART. 1. 


Rùolusione delle equazioni del secondo grado. 

178. Le equazioDÌ del secondo grado possono esser di due specie; 
quelle nelle quali entra solamente l’ incognita elevata alla seconda 
polenta , ed altre ove trovasi anche l' incognita al primo grado. Le 
prime si dicono incotnplele, le seconde complete. 

Le equazioni del secondo grado incomplete possono sempre ri- 
dursi alfa forma x'—q ( n° 131 ). Dovendo esser x eguale a quel 
numero che moltiplicato per sè .stesso dia q, si scriverà x = ^q. 
Estraendo da q la radice quadrala o esattamente o per approssima- 
zione ( n" 108 e seg. ) , si avrà il valore di x. 

Potendo la radice di un quadrato esser positiva o negativa ( n° 63) , 
bisogna mettere il doppio segno avanti al radicale ; e si avrà così 
a: = ±l/y. Se per es. si ha x‘=-2a, siccome vi son due nume- 
ri , S e — 5, che elevati a quadrato danno 23 , si dovrà fare x=i±: 5: 
la natura della quistione farà conoscere quale de' due valori di x 
deve adottarsi. 

Allorché la quantità sotto il radicale risulta negativa , si avran- 
no per X due simboli o espressioni immaginarie ( n° 64 ) , le quali 
mostrano I’ impossibilità di trovare una quantità che possa soddi- 
sfare alle condizioni espresse dall' e<|uazione. In effetti avendosi 
x’ — q , sarà x* + q = 0. Ora essendo q quantità positiva per 
ipotesi , ed x^ positiva per condizione essenziale , non può la som- 
ma di due quantità positive esser zero ; e questa impossibilità viene 
mostrala co’ simboli immaginari. 


179. Le equazioni del secondo grado complete possono ridursi 
alla forma 

ax*-hóx-hc = 0. (1) 

à 

Dividendo ciascun termine per a e poi facendo per semplicità — =:p. 


~ s=sq ^ un' equazione del secondo grado acquista la forma 


4' onde si ha 


x*-tpx-^-q =i0, 
j;* = — q. 


( 2 ) 

( 3 ) 
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Si rifletta che se il primo membro fosse un quadrato perfetto , 
éstraendo la radice dall'uno e dall'altro membro, risulterebbe un'e> 
quazione con l' incognita al primo grado , e si potrebbe ottenere 
immediatamente il valore di essa. Ora paragonando il primo mem- 
bro della (3) col quadrato di x->r-a che è x* -4- 2oj; -t- a* , si ve- 
drà facilmente che x* è il quadralo del primo termine del binomio, 
che siccome px dev'essere il doppio prodotto del primo termine pei 

secondo , questo secondo termine sarà ^ p ; sicché a rendere 

x' + px un quadrata perfetto è necessario aggiungervi il quadrato 

di—/». Aggiungendo perciò ad entrambi i membri jp*, si ha 

. 1 . 1 . 


ed estraendo dall' uno e dall’ altro membro la radice quadrala , si ha 
x+~p = ±^ ~p' — q, 

dove si è messo il doppio segno avanti al radicale per le ragioni 
esposte ( n° prec. ]. Ua questa equazione si ricava 

x = — (A) 

Il doppio segno di cui è affetto il radicale mostra che x può avere 
due valori , cioè 

Se la quantità sotto il radicale non è un quadralo perfetto, i due va- 
lori di X saranno irrazionali ; e se è negativa, saranno immaginari. 

Osservando la formola (A) che rappresenta i due valori a x, si 
ricava la seguente regola per ottenerli senza calcolo. L incognita 
nelle equazioni del secondo grado è uguale alla metà del coef- 
^ciente del secondo termine col segno cambiato , più o meno la 
radice (quadrata della somma del termine mio col segno cambialo 
e della stessa metà del dello coejjìciente elevata a quadrato. 
.\pplicando questa regola alle Ire equazioni 

2 

x'~f-x~2 , x’ — 3x= — 1, .r* — - 7 ^= — 2, 

sì ottiene rispellivamenic 

ovvero 




ì 3 
2 ’ 




I I , 
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Per la prima si hanno due valori razionali , per la seconda irra- 
zionali , per la terza immaginari. 

Ciascuno de' valori di x ricavati di sopra gode della proprielà 
che sostituito nell'equazione in luogo dell'incognita vi soddisfa. In 

fatti osservando che {f/rp'-ì)’ = * — y (n® 69), risulta 

identicamente 

± j/ -^p'-9 )*-+- P (-Jp ± [/x />•-?) = -?■ 

Qualunque quantità che sostituita in luogo dell’ incognita rende 
l'equazione identica si chiama rat/tee dell'equazione, ebbene i va- 
lori dell' incognita nelle equazioni del primo grado godano della 
stessa proprielà , la parola radice non comincia ad adoperarsi che 
dalle equazioni del secondo grado in poi. 


180. Dalla necessità di mettere il doppio segno avanti al radi- 
cale si è conchiuso che la x nelle equazioni del secondo grado può 
aver due valori. 

Or questa è proprietà essenziale delle equazioni del secondo gra- 
do , e non già una circostanza accidentale dipendente dal metodo 
tenuto per risolverle. La dimostrazione di questa proposizione è con- 
tenuta nel teorema che segue. 

Teoreiu. Se un equazione del eecondo grado ammette una ra- 
dice, ne dece ammettere necessariamente una seconda. 

In efletti sia h radice dell' equazione 

x'->rpx——q\ (2) 

sarà 

= — q. 

Sostituendo questo valore di — q nella (2) , la medesima diviene 
x'-^-px — h'-^jdi, ovvero x' — h*-\-p{x — 4)s=s0, ovvero 
{x — h){x-\rh)-‘t-p{x — 4) = 0, 0 in line 

(x — 4)(x-^4-t-;i)=!0. (5) 

Quest' ultima equazione non è che la proposta sotto altra forma. Ora 
è evidente che per soddisfare alla (S) basta trovare un valore d' x 
che renda zero il primo membro. Ma questo primo membro, essendo 
composto di due fattori che contengono x , può esser zero di due 
maniere , cioè o sia zero il primo lattore , o il secondo ; perciò le 
radici della (2) snn due. Dico inoltre che non possono esser più di 
due; porcile se 4 fosse un’altra radice si avrebbe 4*-4-;t»4 = — q, 
e quindi 4'‘-<-p4 = 4*4- ^/i, cioè (4 — A)(i-h It-hp) = 0 , e quin- 
di o 4 = 4, o 4'= — p — 4. 

Kguaglimido a zero ciascun fattore della fó) , si hanno le due 
raditi , che sono : 


x = 4, x= — 4 — p. 


( 6 ) 
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dipendenza de' due valori (6) si può verificare ne’ valori tro> 
vati ( Q° 179). In efletti , messo il primo eguale ad A , cioè fatto 

A = — ^ P — 7 » ^ dovrà esser 

-A-p=ip-|/|p*-5'-;»=-^P-j/ 

Chiamando A la seconda radice , si avrà As — A — p, e 
AA= — A’ — An, ovvero 

;,=_(A-t-A) y = AA; (7) 

cioè : in ogni esitazione del secondo grado ridotta alla forma (2) 
il coefficiente del secondo termine è uguale alla somma delle ra- 
dici col segno cambialo , e i ultimo termine è uguale al prodotto 
delle radici 

181. Questa proprietà si offre opportuna per risolvere elegante- 
mente il seguente problema : Si cerchino due numeri la cui somma 
sia p e il cui prodotto sia q. 

chiamando y e z questi numeri , sarà 

y-^i=p, yi = g. 

Senza ricorrere all' eliminazione , si vede che le incognite sono pre- 
cisamente le due radici di un' equazione del secondo grado della 
forma a* — pu-h g = 0 \ e perciò sarà 


ART. II. 


DiscussioTte delle radici delle ei/uazùmi del secondo grado. 


182. Nell' equazione generale del secondo grado = 0 

i cocificienti p e q possono rappresentare quantità positive o nega- 
tive ; e alcuno di questi può esser anche nullo. Il segno e il va- 
lore de' coellìcienti influisce grandemente sulla natura, sul segno e 
sul valore delle radici. Ed è questo ciò che ora trattasi di esaminare. 

Rappresentando per pe q \ valori numerici de’ coefficienti , un’e- 
quazione del secondo grado può assumere rispetto ai segni te quat- 
tro forme seguenti : 

1* — 7 = 0, d’onde a: = — 


2* X* — px — 7 = 0, 
3* x' — 7>x -I- 7 = 0 , 
A* X* -)- -t- 7 = 0 , 
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Essendo ip* -h y > jp’, — 7 eslraendo la radice 

quadrata si ha >\p ' j/j/»*— 7 ^\P‘ 

Ciò posto , le radici corrispondenti alle due prime forme sono 
sempre reali e una positiva e l’altra negativa; ma siccome nella 
prima i due valori d'a; sono: 

* il/i-P'+9-^l-p)\ 

la radice negativa avrà un valor numerico maggiore. Il contrario 
avviene nella seconda forma , cioè la radice positiva è quella che 
ha un valor numerico maggiore. 

Nelle forme 3* e 4* , se j/»* >• y , le radici sono reali ; e in 

questo caso quelle corrispondenti alla forma 3* son tutte due positive, 
quelle corrispondenti alla 4* son tutte due negative. 

Se ^ , i due valori d ' x divengono eguali ; e in effetti 

r equazione diviene -t- /kc -t- e= 0 , ovvero ( ® “t“ ^ 

Finalmente se ^ , le radici saranno immaginarie. Quindi 

aOlnchè una equazione del secondo grado ridotta alla forma genera- 
le a;*-+-/>a:- 4 -o ==0 abbia le radici reali, basta che si verifichi 
una soia delle aue condizioni 

7<0, \p">q. 

Da ciò si conchiude che in un’ equazione del secondo grado , in 
cui nessuno de’ coefficienti è zero , le radici sono o tutte due reali 
o tutte due immaginarie; e quando sono reali , possono essere o tulle 
due positii^', 0 tutle due negative , o una positiva e l’altra negativa. 

133. Le stesse circostanze si presentano intorno alla natura delle 
radici quando l’equazione è data sotto la forma 

ax* -H ia: -l- c = 0. (1 ) 

Imperocché divisa per a e risoluta col metodo ordinario dà 


x= — -±i/AL — L 
2a^y 4a* a ’ 


ovvero 


x = 


— à -+- J/i*— 4oc 


— 6 — \/o * — 


(2) 


2« ’ 2a 

La condizione della realità delle radici è à’ — 4<ic>0. Se 6*—Aae=0, 
il trinomio ax’-h6x-i-c è un quadrato perfetto. 
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184. Le rodici di un'equazione del secondo grado presentano al* 
cune singolarità, allorché qualcheduno de’coellicienti si riduce a zero. 

1° Se 4<=0 i valori della x saranno eguali e di segno con- 
trario ; e di Tatto si ricade allora sulle equazioni incomplete del 
secondo grado (n*178). 


2" Se c=0. 



ovvero x = 0 , 


X 



• E in verità l’ equazione riducesi ad ax* -t- io? = 0 ; 


e 


mettendola sotto la forma x(naH-4)=0, si conoscerà immediatamente 
che può esser verificata o facendo x = 0, ox = — — • 


3® Se ^=0, e c=0, le due radici divengono zero. Di fatti l’e- 
quazione , riducendosi a x* = 0, può esser veriGcata da due va- 
lori d'x eguali a zero. 

4r“ Se a = 0 , i due valori (2) riduconsi a 


X 


^ — à-+-4 
“ 0 


0 

Ó 



> 


cioè il primo si presenta sotto la forma d'indeterminazione, il se- 
condo sotto quella dell infinito. Intanto l’equazione, introdottavi l'ipo- 
tesi a = 0, si riduce a 6x-i-c=0 , la quale dà x = 

Non potrebbero questi risultamenti accordarsi , se il primo valore 
della X non contenesse un fattore comune al numeratore e al de- 
nominatore che si riduce a zero. Per metter questo fattore in evi- 
denza si moltiplichino i termini della frazione che rappresenta la 
prima radice per — ò — V b* — 4ac , e quelli della seconda per 
•— 4 -t- 1/ 4* — 4ac7 II numeratore , essendo il prodotto della somma 
per la differenza di due quantità , sarà uguale alla differenza de' qua- 
drati , e diverrà 4oc. Sopprimendo allora il fattore 2a-«ticomuoe al 
numeratore e al denominatore , i due valori d ’ x divengono 

^ 2c 2c 

—b — 1 / b*—bM — b-h b^—bae 

i quali , facendovi a = 0 , si riducono a 

c 2c 

X = --j, * = -=«. 


Dunque il valore della prima radice e j- , e l' altro è inGnito. 


L’ equazione (1) non somministra che il solo valore finito ot 



perchè con la supposizione a=0 si cambia in equazione del primo 
grado. Ma il risultamento oo conviene al caso in cui a con- 
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serva un valore, quantunque minore di qualunque quantità asse- 
gnabile. In effetti il valore 

— 2e 

X = - 

b — V b* — 4«c 

diviene tanto più grande quanto più piccolo c a; perciù ad a= — 
corrisponde x=x> . 

5* Se a=0, 6 = 0, i due valori d’ x divengono irfiniti. 

6° Se a=0, 6=0, e=0 , le espressioni dello radici si ridu- 
cono a ^ • È questo il solo caso d’ indeterminazione che offre un’e- 
quazione dei secondo grado. 

18S. Per intendere come i valori inCniti possano soddisfare all’equa- 
zione , si faccia x=— • L’equazione diverrà ~« *+*“ “1“ c = ® » ovve- 
ro a + -t- = 0. Quando a = 0 , siila y(d-f-ty) = 0, cioè 

uno dei valori della èy = — - , el’ altro è y = 0. Essendo x = — , 
* c y 

al valore y = 0 corrisponde x = oo. 


186. Rimane ora a dire qualche cosa sul segno de’ valori infiniti. 
Quando si ha a = 0, d = 0, i due valori della x sono x = -t- oo, 
x= — 00 . In effetti supponendo prima d=0, l’equazione diviene ax*= c, 

d’onde a = -^> 11 secondo membro non variando sia che si prendano 

per X valori positivi o valori negativi , quando x = ± oo , si ha sem- 
pre a = 0. 

Quando si ha solo a = 0 , per decidere del segno dell’ infinito è me- 
stieri considerar le quantità prima che arrivino al limite. Così per es. 
supposto che b sia negativo ed a e c positive, cioè che si tratti dell’equa- 
zione ax* —bx-t~c = Q, il valore d’x che diviene infinito è il primo 
de’ valori (2) , il quale col cambiamento del segno di b diviene 

2c 


x = 


> — J/6* — 4ac 


Il numeratore è una quantità positiva per ipotesi ; e poiché \/b* — 4oc 
è minore di d , il denominatore sarà anche una quantità positiva decre- 
scente la quale ha per limite zero. Perciò la radice è x = -l-oo. Fatte 
tutte le combinazioni possibili sui segni dc’cocllicicuti dell’ equazione (2), 
si hanno quattro sole forme di equazione , cioè: 

1* ax* — 6x-\-c = 0 \ dalle quali per 

c = 0 si ha 

2* ax*-\-6x — e = 0 


x= 


c 

3,x = . 

c 

1 


co 


X— - ,x = — oo 


3* ax* + 6x-i-c — 0 

4* ax* — 6x — c = 0 
£1. di Aia. 


X — 


—b'^ 

c 

_3,x= 


— — co 


' oc 
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ART. III. 

Inlcrpetrazione de raion' delle ineognile ne’ problemi 
del eecondo grado. 

187. Dopo avor risolalo un prolìlema del secondo grado , frnllasi 
di conoscere quale de* due valori dell' incognita vi soddisfa. Tulli due 
verificano l' equazione ; ma per soddisfare al pro?)lema fa d’ uopo che 
si accordino esattamente con tutte le condizioni particolari del pro- 
blema stesso. Conviene in tale disamina regolarsi come por le equa- 
zioni del primo grado ( n” IfiS e seg. Se trattosi di prolilenii nu- 
merici , cioè se r incognita è un numero astratto , il problema non 
può essere risoluto nei senso dell’ enuncialo che dal solo valor posi- 
tivo. Quando si tratta di altri problemi , ordinariamente i valori po- 
sitivi li risolvono nel senso diretto dell' enunciato ; ma anche questi 
possono talvolta non convenire al problema per le ragioni addotte nel 
n“ 169, 

1 seguenti problemi serviranno di schiarimento. 

I. Pboblema. Si è compralo un cavallo per un certo prezzo. 
Dopo gualche tempo è stalo venduto per scudi , e in guesla 
vendita si è perduto tanto per tOO sul prezzo di compra per guanto 
era costalo il cavallo. Si domanda il prezzo di compra. 

Sia X questo prezzo ; la perdila sarà espressa da x — 2i. Ma 
siccome si perdono tanti scudi per lOO per quante imita sono in x, 

cosi se jier 100 si perdo x , per x scudi la perdita sarà Egua- 
gliando queste due espressioni che esprimono la perdila , si avrà 
l' equazione 

= — 24, ovvero x* — 100ar= — 2400. 

100 

La quale risoluta dà j’=60, j- = 40. Questi due valori risolvono 
amendue il problema proposto , giacche ninno di essi trovasi in con- 
traddizione colle condizioni particolari della quistionc , siccome è 
facile verificare, 

li. Problema. Si sono adoperali m un certo lavoro due operai 
con salario diJJ'erenle ; il primo dopo un certo numero di gionii 
ha ricevuto 9b lire , e il secondo che ha lavorato 6 giorni di meno 
ne ha avuto ò'4,' ee questo secondo avesse lavoralo tuli i giorni, 
e il primo sei giorni di meno , avrehbero lutti due ricevuta la 
stessa somma. Si cerca il numero de’ giorni di lavoro di ciascun 
operajo. 

Sia X il numero de’ giorni in cui ha lavorato il primo operajo; x — 6 
sarà il numero de’ giorni di lavoro del secondo. Siccome il primo 

t)6 

per X giorni ha ricevuto 96 , il prezzo della giornata sarà — ; pa- 
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rìmcnic. il prezzo della giornala del secondo sarà ^ • Se il 

96 

primo avesse lavorato x — 6 giorni, avrebbe ricevuto — (x — 6); 

54 

c se il secondo avesse lavoralo x giorni , avrebbe ricevuto -x. 

^ a ?— '6 

Ma per la condizione del problema queste due somme debbono esser 
eguali; dunque si ha 

96 (jr — 6) 54-x 

X X — 6 ’ 


ovvero , dividendo entrambi i membri per 6 , 

I6(x — 6)*=9x*. 

Si potrebbe sviluppare il quadrato {x — 0)“ , ordinare e risolver que- 
sta erjuazione secondo la regola generale ; ma osservando che cia- 
scun membro è iin quadrato perfetto , si arriverà più brevemente ai 
valori dell’ incognita , estraendo la radice dai due membri. Si ha così 

i{x — G) = Jb3x. 

ovvero 

4(x — 6)=3or, 4(x — ®)— — 

dalle quali si ottiene 


x = 24 , 



In questo caso, dei due valori dell’incognita, quantunque posi- 
tivi , il primo solo risolve il problema. Si ha in fatti che la gior- 
nata del primo operajo è ^ ovvero 4 , e quella del secondo 


ovvero 3 lire. 11 secondo valore non può risolvere il problema ; per- 
chè oltre al dover , secondo ogni ragionevole presunzione , essere 
intero il numero de' giorni , è necessario che questo numero sia mag- 
giore di 6 : condizioni che non si possono introdurre nell' equa- 
zione. Il secondo valore risolverà perciò il problema numerico che 
è la traduzione dell’ equazione in linguaggio ordinario , problema su- 
scettibile di due soluzioni. 


188. Per mostrare quale interpretazione ricever debbano i valori 
negativi , si espongono i seguenti problemi. 

111. Problema. Trovare un numero che aggiunto guatlro tolte 
al suo quadrato dia per somma 2! , 

Chiamando x il numero cercato , I’ equazione sarà 

x’-)-4r = 2I , 

la quale dà .r=3, x = — 7. Il primo valore risolve il problema 
nel senso dell' enunciato , giacché sostituito nell' equazione dà 

9 + 12 = 21. 
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Siccome il secondo valore dee verificar I' equazione , sostituendolo 
si ha 

49 — 28 = 21. 


Qui si vede che il numero 21 si compone della dilTcrenza e non 
della somma de' termini x' e 4.r ; esso dunque risolve quest' altro 
problema : Trovare un numero che tolto quattro volte dal suo qua- 
drato dia per resto 2/. Secondo questo enunciato I’ equazione sarà 

X*— 4j = 21 , 

la quale dà .r = 7, x = — 3. 11 primo valore risolve il problema 
nel senso dell' enunciato , il secondo un problema analogo. Cosi que- 
ste due qiiislioni si trovano necessariamente comprese in una mede- 
sima equazione. 

Per conoscer la ragione del legame che serban fra loro queste 
due quistioni , fa mestieri osservare che quando si rappresenta jier x 
il numero cercato , questa lettera è il simbolo di una quantità che 
può esser positiva o negativa. Or se si ammette che il numero cer- 
cato possa essere anche negativo , il problema proposto avrà due 
soluzioni, e i due numeri saranno 3 e — 7. Ma siccome nel som- 
mare col quadrato di — 7 quattro volte — 7 si viene col fatto ad 
eseguire una sottrazione , perciò la prima quistione applicata alle 
quantità negative equivale in sostanza alla seconda. Non si possono 
considerar come distinte queste due quistioni se non colla supposi- 
zione che il numero cercato debba esser positivo , supposizione di 
cui r equazione non conserva gli clementi. In caso contrario la qiii- 
stione sarebbe una , e suscettibile di due soluzioni. E questo 1' ef- 
fetto della grande generalità dell' Algebra , la quale dà sempre o 
tutte le soluzioni che una stessa quistione può ammettere , o rav- 
vicina le quistioni analoghe. 

IV. Problema. Un negoziante sconta due cambiali, una di du- 
citi 4140 pagabile dopo 7 mesi, e l' altra di due. 7140 paga- 
bile dopo 4 mesi. Paga per tutte due la somma di HOOO du- 
cali, Si domanda a qual ragione riviene l' interesse del danaro 
anticipato. 

Per evitare le frazioni sia 12x l’ interesse per un anno di 100 
ducati ; saranno 7x e 4x gl’ interessi della stessa somma per 7 
mesi e per 4 mesi. Ora se per una somma 100 4 - 7x egli avreb- 
be dovuto pagare 100 , la somma da anticipare per ducati 4140 
sarà il quarto termine della proporzione 

100-h7j; : 100 : : 4140 : ■ • 

100 -+- Ix 

Allo stesso modo si trova che la somma che dovea pagare per conto 
della seconda cambiale è espressa dà ^ P®*" 'P'cstc due 

cambiali ha pagato 11000; si ha dunque 
•UtOOO 714000 


J00-t-7x 100-+-4X 


= 11000 , 
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ovvero , dividendo ciascun membro per 1000 , 

viU 714 ' 

lOO-t- 100 H- 4x — ■ 

Facondo sparire i deuominalori e ordinando , si ha 
. 5446 2800 


308 ^ "308 ’ 


da cui si irne 


2723 


308 


± 


/2723\* 

2800 

V 308 / ’ 

308 


ed cITcUuali i calcoli numerici risulta 

— 2723 -4-2877 
308 


ovvero 


x = 0,S , 


x = — 


200 

TT 


È evidente che solo il primo valore risolve il problema; perchè 
essendo la somma delle cambiali 11280, e avendone il negoziante 
pagato 1 1000 , l’ interesse dev’ esser necessariamente una quantità 
positiva. Siccome x è l' interesse di un mese , 12x sarà l' interesse 
di un anno , e si ha 12x = 6 , cioè le cambiali sono stale scon- 
tate al 6 per 100. 

Il valor negativo non ha alcuna relazione col problema proposto; 
e risolverà il problema numerico rappresentato dall' equazione 

308x* -h ÌSUGx = 2800. 

Le quantità 

414000 714000 

100 -4- 7x’ 100-t-4x’ 


esprimono il valore rtfa/e delle cambiali , mentre il valor nominale 
è rispettivamente 4140 e 7140. I problemi di questa natura si ri- 
solvono tutti nello stesso modo , cioè riducendo e paragonando i 
valori di queste carte dopo averli riportati olla medesima epoca. 


189. Qualche volta il valor negativo risolve , come nei proble- 
mi numerici , un problema analogo al proposto ; e ciò si può rico- 
noscer dal problema che segue. 

V. Problema. Si è compralo per ISO scudi un certo numero 
di canne di panno. Se per la stessa somma si fossero avute tre 
canne di più , il panno sarebbe rivenuto a tre scudi di meno la 
canna. Si cerca il numero delle canne. 

Sia X il numero delle canne di panno comprato , sarà il 
prezzo di una canna. Se si fossero avute tre canne di più , il prez- 
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*0 di una canna sarebbe queslo prezzo è minore del 

secondo di 3 scudi ; dunque si ha l'equazione 
180 _ 180 , 
x-t-3 X 

ovvero 

a:* + 3a; = 180 , 

da cui si trae 

x = 12, x = — 1». 

Il primo valore corrisponde direttamente all’enunciato; perchè , 
secondo questo valore, si sono comprate 12 canne di panno a l'S 
scudi la canna; e se si fossero oltonule tre canne di più , cioè 1!> 
canne , il prezzo di una canna sarebbe stato 12 scudi , cioè 3 scudi 
di meno. 

Per veder qual uso si può fare del valor negativo , si cangi 
nell’ equazione x in— x; essa diverrà 
180 180 
— x-h3“— X 

ovvero 

180 180 _ 

T= h3. 

La quale equazione corrisponde alla quislione seguente ; Si' sotto 
compralo per /SO scudi alcune canne di panno ; se per la stessa 
somma si fossero avute tre canne di meno , il panno sarebbe ri- 
venuto a tre scudi di più la canna. 

E facile il verificare che lo soddisfa a queste condizioni. Queste 
due quistioni hanno tra loro una tale dipendenza , che non si può 

esprimer per una di esse la relazione fra le quantità note c le ignote 

senza abbracciarle tutte due. 

190. Ecco un altro problema che sembra proprio a far meglio 
conoscer la natura de’ problemi del secondo grado , e la specie 

dell’ assurdo che l' Algebra rivela col simbolo immaginario. 

VI. Problemi. Si debba dividere un numero p in due parli , 
il cui prodotto sia eguale a q. 

Sia X una delle parti , l’altra sarà p — x ; si avrà dunque 
x{p — x) — q, ovvero x* — px= — g, 

da cui 


Si supponga /) = 10 , y = 21; sarà x=7, x=3. Questi due 
valori non sono duo soluzioni distinte , ma lo due jinrti del nu- 
mero proposto. Merita di esser ben consideralo , che avendo ccr* 
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calo una sola drllo parli , l’Algebra le ha date lullc due. Cosi do> 
vevn infalli avvenire , poicliò non essendo possibile introdurre iiel- 
r equazione un’ incognita che esclusivamente rappresenti la parte più 
grande o la più piccola , l' equazione le deve comprender tutte due. 

Quando —p’ •< 7 , il problema è impossibile. Di fatti supponen- 
do ^=10 e y=29 , si ha a: = a±l/ — A, espressioni imma- 
ginarie. Il problema dunque è assurdo con questi dati. 

Per comprender la natura di questo assurdo , si risolva il pro- 
blema prendendo per incognita la dilTereuza delle due parli. Sia s 
questa differenza; essendo;^ la somma e s la differenza delle due parli, 

la parte più grande sarà e fa più piccola ^ ( n“ 13a ) , o 

a — s o* c* 


quindi 


Si vede da quesla equazione che ^ è sempre maggiore di 7 ; ed 
è uguale a tj nel solo caso che la dilfcrenza sia nulla , cluè die 
le due parti sicno eguali. Quando dunque si domanda che ^ sia mi- 


nore di q , si pretende una condizione assolutamente ripugnante 
colla natura delia quislionc , cui l’ algebra risponde col simbolo im- 
maginario. 

Si osservi che siccome il prodotto q è massimo quando £=0 , 
ne segue die in generale il prodotto delle due parli di un nume- 
ro è massimo , quando il numero è diviso per metà. E se si ha un 
prodotto composto di due fattori variabili , cioè di due fattori che 
possono assumer diversi valori , e questi fattori variando danno 
sempre una somma costante , il valor massimo del prodotto si ot- 
tiene quando i fattori assumono valori eguali. 


101. Ecco un problema che dà luogo a diverse considerazioni. 

VII. Probi, EMA. Trovare, sulla retta che unisce due lumi di diver- 
sa intensità, il punto egualmente rischiarato, sapendosi che /’ in- 
tensità della luce diminuisce secondo il quadrato della distanza. 


C" 


A 




Siene A c B \ punti ove son posti i lumi , e sia AB=a. Si 
supponga esser C il punto egualmente illuminato ; si faccia AC=.r, 
sarà BC = a — .c. Sia m l' intensità del lume A, e n quella del 
lume B all unità di distanza. L' intensità del primo lume alla di- 
stanza X sarà il quarto termine della proporzione »*•!;: m:~ ; 
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per la stessa ragione , l' intensità del lume B nel punto C è rap> 
presentata da ' Or queste intensità debbono essere eguali, 

dunque si ha 

« a-. m ^ 


m 

ar* 


ovvero 


m 

n 


{a — x)* {a — x)* 

Quest* eqtiaiionc si risolve prontamente estraendo la radice da cia- 
scun membro ; c allora si ha 

X m/^ 

« • 

formula che somministra le due equazioni 

x\Jn={a — x)\fm, x\/n = — {a — x)\Jln , 
dalle quali si ricava 

a \/m a \l 

' xr= 5 !- 


xz 


- _ . ( 2 ) 

Si tratta di esaminare quale di questi valori risolve il problema. 
Secondo il primo valore le due parti della retta /4B sono 

a \/n 


a \/m 


V»" 


■ AC, a — xz 




-Z=:BC (3) 


è minore di 1 . 


Ciascuna di esse è minore di a , perchè _ _ 

\/m-+-^n 

Perciò il punto C cadrà ira. yd e B in conformità della supposizione 
fatta nel mettere il problema in equazione. 

Secondo 1' altro valore si ha 


°V” 


a — X 


— a \Jn 


w 


\Jm — \Jn ’ \Jm — \Jn 

Supposto w>n, il primo valore sarà positivo, il secondo negati- 
vo. Di più essendo — ^ > 1 , sarà o:>o, e perciò questo 
\/m — \/n 

valore dà un punto C' posto al di là di B. La distanza del punto B 
al punto C' , dovendosi prendere in direzione contraria a quella in- 
trodotta nell’ ctjuazione , regolarmente è rappresentata da una quan- 
tità negativa. 

Se è »j < n , le equazioni (4) daranno per x un valore negativo, 
e positivo per a — x ; il che indica un punto C" posto a sinistra 
del punto ji. 


{*) Questo probtriua ridiicesi a dividere un numero in due |nrli, in modo 
che i loro ({uadrati sicnu io un rapporto dato. 
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A questo modo 1* Àlgebra fa conoscere che vi sono due punti egual* 
mente illuminati , uno \t& A e B , V altro fuori di questa distanza 
dalla parte del lume più debole. 11 secondo valore non corrisponde 
alla supposizione ; ma questa supposizione non ha alcuna influenza 
sull'equazione , la quale contenendo il quadrato di a — x resta la 
stessa sia che si scriva a — x o x — a , cioè o che si supponga il 
punto tra e o fuori. 

Finalmente se m=zn, i due valori (2) somministrati dall'equazione 
divengono 


a 


X 


2 ’ 



Il primo punto si trova dunque alla metà della retta AB, e il se* 
condo a una distanza infinita da' punti A e B. W segno dell' infì* 
nìto dipende dal segno che ha il secondo valore d ' x prima di arri* 
vare al limite ; e siccome il segno di questa quantità dipende da 
quello della diiferenza m — «, così si prenderà j; = + oo o pure 
ic = — 00 , secondo che fn — n prima di arrivare al limite era una 
quantità positiva o negativa ( n° 127 ). 

Se fosse esattamente m = n , il secondo valore piu non esiste* 
rebbe , e vi sarebbe un solo punto egualmente illuminato. 

ART. IV. 


Della forma delle radici immaginarie del secondo grado. 


192. Sia g una quantità positiva ; l’ equazione 


X* -t- y = 0 

(I) 

risoluta dà 


J- = ± V— 7- 

(2) 

Si faccia 


; 

(3) 

sostituendo nell’ equazione (1) in vece d’ x questo valore 

, si avrà 

(«V7)*-t“7=*=® 1 ovvero yy*-t- 7 = 0 ; e sopprimendo il 
cne e una quantità data, si avrà 

fattore q 

o 

11 

+ 

(^) 

da cui si ottiene 



( 3 ) 

Sostituendo ques'o valore d'^ nella relazione (5) , ,si ha 


*•= ± V^V”i • 

(6) 

£d- di Atg. IO 
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Le espressioni (2) e (6) , per meno delle quali si può rappresenlare 
il ealore MI’ incopiita neirequarione (1), son due maniere diverse 
di tcrivere il me^imo simbolo. Chiamando p il valore numerìco 

di , si ha 

X = 

Perciò la radice quadrata di una quantità negativa si può sempre 
rappresentare per la radice numerica della stessa quantità moltìpli* 

cata pel simbolo immaginario \/ — 1 ; e quindi |/ — p' si può scri- 
vere |Sl/ — 1. 

193. L'equazione 

X* px -4- y = 0 , (7) 

nella quale è pure q una quantità positiva , risoluta dà 

x=^—\p±y/\p'—q- (8) 

Quando si hay>j/»*, si potrà fare q=\p* c“i rica- 
vasi ^p*—q=,— p\ e = p\jZIi, Sosti- 

tuendo questo valore in vece del radicale in (8) , e facendo per sem- 
plicità — ip=a, si ha 
À 

ar=:«±|SVIIT; 

cioè le due radici deU'equazione (7) , nel caso di iranno 

x^^ + psT^, a:=«— PV/HT. (9) 

Tale è la forma cui possono ridursi le radici immaginarie del se- 
condo grado. Le due espressioni (9) che differiscono solo pel segno 
di ^ — 1 si cliiamano conjugale. 

194. Se nella (7) si sostituisce per q il suo valore 4- ^ •> 
~ r equazione stessa diviene 

a:*-+-/>a:4- 1 />*-(- |5*=s0; (10) 

e siccome i primi tre termini di quest' ultima equazione formano un 
quadrato perfetto , essa potrà scriversi 

+ = 0. (Il) 
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Sotto qnesla forma riesce evideote 1’ assurdo ; traperóechè un qua- 
drato essendo una quantità essenzialmente positiva , qualunque quaa- 

tità reale si metta per x nella (11), la quantità ( ^ + 

stilta sempre positiva ; e non potendo la somma ai due quantità 
positive essere eguale a zero , l’ equazione data è assurda. Questa 
specie di assurdo, che non potrebbe togliersi altrimenti che alterando 
i dati, 81 manifesta per mezzo di simboli immaginari. 


ART. V. 

Alcune proprietà de’ trinomi del teeondo grado. 

19S. Sia 

ax*-^bx + e (I) 

un trinomio qualunque del secondo grado. Questo potrà metterei 
sotto la forma 



(2) 

Sieno X, e x, le radici dell' equazione 


X H — x-1 — = 0, 
a a 

(3) 


e considerando le quantità negative come minori delle positive, sia x, 
la minore. 11 trinomio (2) acquisterà la forma (u'* IRÒ) 

fl(x— x.)(x— X,). (4) 

Da ciò se^ie che ogni trii 
scomporsi in due fattori del 
tità costante. 


nomio del secondo grado può sempre 
primo grado moltiplicati per una quan- 


196. Se nel trinomio (1) si sostituiscono per x diversi valori , 
si avranno in generale per risultamenti quantità positive o negative. 
Fra tutti questi valori due soli , cioè x, e x, , avranno la proprie- 
tà di ridurlo a zero. Supposto che x, e x, sieno quantità reali , 
la forma (4) fa conoscere che il prodotto (x— x,)(x — x,) è po- 
sitivo quando i due fattori risaltano dello stesso segno , e negativo 

• he 

quando hanno il segno contrario ; e perciò il trinomio x* +— x -f- — 

dà risultamenti positivi per tutti i valori d’x maggiori d'x, , minori 
di X, , e dà risultamenti negativi per tutti i valori d' x compresi 
tra X, c X,. Quindi il trinomio (1) per tutti i valori d’x maggiori 
di X, , minori di x, , dà risultamenti dello stesso segno di a , e 
per tutti i valori compresi tra x, e x, darà risultamenti di segno 
contrario al segno di a. Perciò in un trinomio del secondo grado 
dando ad x valori positivi o negativi , e fucendo crescere il suo 
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valor numerico indefiailamente , si arriverà necessariamente ad un 
numero dopo del quale i risultamenti hanno sempre il segno del 
primo termine. 

Se poi X, e x^ fossero immaginarie , siccome il primo membro 
delia (3) può riguardarsi come la somma di due quadrati (n*194), 
qualunque valore si dia ad x nel trinomio (1) i risultamenti avran- 
no sempre il segno del primo termine , cioè di a. 

Per es. il trinomio — 2 j:* + 5j: — 4 si metterà sotto la forma 

X * — ^ x-4-2 I. E poiché l'equazione x' — ^x-{-2 = 0 

ha le due radici immaginarie , per qualunque valore d’ x si ha 
sempre un risultamenlo negativo. 

197. Si abbia l' inequazione 

■ ax' + bx-^c^Q, ( 3 ) 

e sia da prima a una quantità positiva. Siccome il suo primo mem- 
bro può acquistar la forma (4) supposto x, e x, quantità reali , 
si vede che vi si può soddisfare con tutti i valori di x maggiori 
di X. e minori di x, ; e se x, e x. sono immaginari , l’ inequa- 
zione (3) è soddisfatta da se. Quando a è una quantità negativa , 
si soddisfa alla (3) con tutti i valori compresi tra x, c x. se sono 
reali ; e se sono immaginari , l’inequazione ^3) è impossibile. 

* 11 contrario avvcrrebl^ se si trattasse dell’ inequazione 
ox*-l- ix-t-c<0. 


198. Supposto clic a sia una quantità negativa , il cui valor nu- 
merico sia a^, il trinomio (1) acquisterà la forma 

{ . l> c\ 

— X* H XH ) , 

\ «• «i/ 

( . b b' A* c \ 

a A — x’^ X— - — - 4- - — - 4 — 1 . 

\ a, iot 4fli* «I / 


ovvero 


o in fine 




(«) 


Sotto questa forma si vede che il massimo valore che possa rice- 
vere corrisponde a x 0 , d’ onde x = ovvero 

2o, 2a, 

^ 

* 2a 

Si poteva pervenire allo stesso risultamento osservando che l'e- 
spressione (4) acquista la forma 
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Or siccome la somma de’due fattori x—x,, x, — x è costante, perchè 
eguale a x^ — x, , il prodotto sarà massimo, quando i due fattori sono 

eguali (n® 190) ; fatto perciò x — ar, = x, — x , si ha x = ; 


è . . . b 

c per essere x, + x, = — — , si ha come prima x = — — 

Se poi a è positiva, il trinomio (2) acquista la forma 


e allora si vede che questa espressione ha il valor minimo quando 

X 4- -^ = 0 , cioè quando x = — — • 

Da ciò si conchiude che un trinomio del secondo grado ammette 
un valor massimo , se il primo termine è negativo ; e un minima, 

se positivo; e l’uno e l’altro corrispondono ad x = 

Quindi se si ha 

y — \/ ox* 4- bx-k-c , 

anche y ammetterà un massimo o un minimo, purché l’espressione 
sotto il radicale non divenga negativa ; il che renderebbe y im- 
maginaria. 


A R T. VI. 

Considerazioni sul calcolo delle espressioni immaginarie 
del secondo grado. 

199. Si è veduto (n®193) che le radici immaginarie del secon- 
do grado potevano assumer la forma — 1 , dove a. e p 

sono quantità reali. Or queste espressioni essendo puri simboli al- 
gebrici , le operazioni in esse indicale non possono che risvegliare 
un’ idea di convenzione , la quale è necessaria che sia ben preci- 
sata. Si conviene perciò , che i segni per mezzo de’ quali vengono 
indicate le operazioni sulle quantità reali, abbiano lo stesso signi- 
ficato allorché si applicano alle espressioni immaginarie. Cosi nel- 
l’espressione a-i-pi '' — 1 il segno indica che l’ espressione i?!/ — 1 
si dovrebbe sommare cou « , qualora per qualche condizione par- 
ticolare, variando la medesima divenisse reale e divenisse perciò 
possibile l’operazione. Questa convenzione d’altronde é conforme alla 
natura della scrittura algebrica; imperocché la generalità de’ segni 
offre il vantaggio di poterli adoperare ancora per indicar le opera- 
zioni impossibili. Quindi se si hanno le due espressioni immaginarie 

e+dl^^l, ( 1 ) 
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a indicherà l’addizione , la soUrazione , la mollipiicazióne e la di* 
visione , scrivendo : 

— 1 }-H (e-f-rf V — I) , {a-i-b V — ij — [e-\-d^/^) , 

{a+by/:=ì)[c+d\/~l), (2) 

189. Queste espressioni , e in generale le espressioni immagina- 
rie in cui sono indicate operazioni da farsi , si sottomettono alle 
stesse trasformazioni delle quantità reali. Ma siccome l’ impossibilità 

dell* operazione nasce dal simbolo — 1 , è necessario da prima 

mostrare come convenga operare su questo simbolo. 

Il simbolo 1/ — 1 , essendo radice dell’ equazione y* -f- 1 = 0 , 
dovrà riguardarsi come un’espressione che elevata a quadrato ri- 
produce — 1. Per conseguenza avendosi (V — 1)*=— 1 , sarà 

=_v/zn , ec. , e quindi 
(|/n/=+v/-i, (i/.zì)*=_i/=r, 

ec. 

cioè tutte le potenze intere di riproducono periodicamente 

i quattro risul tementi 

-t- 1 I — 1 • — ® — 1 > (3) 

E in generale , se i rappresenta un numero intero , si avrà 
I . (i/z7/'+=‘=.— 1/— 1 , 

Cosi per conoscere a quali delle espressioni (3) corrisponde (l/ — 1)'* , 
si dividerà 19 per 4 ; e poiché il resto è 3 , 19 è della forma 
4i+3 , e quindi (|/ — 1)” = — l/ — 1. 

201. Riguardando per eguali due espressioni algebriche , allor- 
ché sottraendo 1’ una dall’ altra tutti i termini si distruggono , è 
chiaro che due espressioni immaginarie non potrebbero essere eguali 
se non vi fosse eguaglianza tra la parte reale e la parte che con- 
tiene V — 1. Perciò, se si ha X+ — 1 =X'-^Y'\^ — 1 , 
siccome la parte reale non può distruggere la parte immaginaria, 
sarà X = X'; il che fatto, resta YV ' — 1 = F'i/ — 1 ; ed inal- 
zando a quadrato viene — Y* = — F'* , ovvero F* = F'* , e 
quindi F= F'. Inoltre se si ha F= F' , sarà anche — F* = — F'*, 
e quindi F K — 1 = F'|/l- 1 . 
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Ciò posto si ha evidenteoiente 

{a + bV — l)-^{e-¥dV — Ì)t=s{a + c)-\-{b + d)V' — 1, (4) 

(a + il/ZT)— (3) 
Inoltre essendo (a-l-il/— T)c = oc + ^cl/ — 1, e 
{a+b\/^^)d\^ — l={ad-^bd\/ — ì)\/ — ì=ad\^ — 1 — bd , sarà 

[a + b\/ — \)[c-hdV' — I)=flc — bd->r{be + ad)\/ — 1. (6) 

Le espressioni (4) , (3) , (6) sono rispetti?ameute la somma , la 
differenza e il prodotto delle due espressioni immaginarie (1). 

202. Se si prendono due espressioni immaginarie conjugate , si ha 

(g+dl/~l)-f.(g-4l/^)=:»2a, (7) 

{a^bV — l)—{a—b\/ —\) = 2b\/ — 1 , (8) 

(a+à|/:Zl)(a_4l/::ri) = a‘ + d*; (9) 

cioè la somma e il prodotto di due espressioni immaginarie con* 
jugate è una quantità reale , la differenza è imm^inaria. Cosi in 
effetti doveva avvenire ; imperocché le due espressioni immaginarie 

a-^b\^ — 1 , a — b\^ — 1 potendosi riguardare come le radici 
dell'equazione a;*-t-pa:-t-y==0 , in cui p c y sono quantità reali 

e — p*<;o(n® 193), è necessario che la loro somma sia eguale 

a p e il prodotto eguale a y (n” 180). Questo accordo confer- 

ma la giustezza delle operazioni. 


203. L’ espressione ~ ® * indicazione di una divisio- 

ne. Or dividere un’espressione per un’altra 8ÌCTÌIìca trovare una 
terza espressione che moltiplicata per la seconda riproduca la pri- 
ma. Si {accia dunque — i; per la definizio- 

ne della divisione sarà 

a-hby' — 1=(c 4-<A/ — l)(a:-+-jrl/ — l)=e* — dy->Adx->rcy)V — J , 
da cui risulta ( n° 201 ) 

ex — dytaaa , dx-hcy=b, 
le quali danno subilo 

ae •+• 6(1 6e — ad 


quindi 


a-\-b\/' ae-^bd be-—cd — . 
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fe questo il quosienle di a-^b\/'^ diviso per e Si po- 
teva pervenire immediatamenle allo stesso risullamenlo moltiplicando 

numeratore e denominatore della frazione ™ c — c/l/ZT? • 

siccome è facile assicurarsi. 


Se nella formola (10) si fa </=0, si ha 
a-(-^|/~ì _a b 
c c 


-■ — I — 1/“ 

^ yl ' 


(II) 


La formola (10) fa conoscere che in un'espressione frazionaria si 
{wssono fare sparire i simboli immaginari dal denominatore col mol- 
tiplicare i suoi termini per l’ espressione conjugata del denominatore. 


204. Da tutto ciò si può dedurre quanto segue. 

1° Se X , y , z,.. sono espressioni immaginarie del secondo 
grado , sarà 

x-i-y -\-z...=y -(- J! -ì- i -i” . . . — x-\- z-i-y-\- ... — ... 
xyz... =xzy ... =yxz... = ... 

cioè la somma e il prodotto di più espressioni immaginarie resta 
lo stesso con qualunque ordine si eseguano le operazioni. 

2“ Le prime quattro operazioni sulle espressioni immaginarie si 
eseguono come sulle quantità reali ; e quindi le formole (1) , (2) , 
(3) , (4) del n° 107 sussistono anche quando le tn, m' , ec. rap- 
presentano espressioni immaginarie. 

3* Un’eguaglianza si può moltiplicare o dividere pel simbolo 
come si farebbe per una quantità reale. 

4* Le regole stabilite per le eguaglianze n' 43... 47 , riferendosi 
alle prime quattro operazioni , sussistono anche quando nell’ egua- 
glianza vi entrano espressioni immaginarie. Quinm le trasformazio- 
ni che si fanno in un' equazione per ridurla alla forma x*-i-px+y=0 
sono legittime , anche quando x rappresenta un espressione imma- 

5 inaria. £ siccome queste deduzioni intorno alle regole del calcolo 
elle espressioni immaginarie non dipendono dalle equazioni del se- 
condo grado , ne segue che il metodo dato per risolver le equa- 
zioni dm secondo grado non va soggetto a restrizione alcuna , e 
si applica anche quando la x risulta immaginaria. 


203. Per indicare la potenza e la radice n.*'™® di a+b\/~^v 
bisogna scrivere 

(11) {a + b\^^f, (fl^-àV/ZZT)"- (12) 

Se m è numero intero, la (11) indica il prodotto successivo di 
0-4-41/” — 1 per se stessa. Queste due espressioni sono anche sog- 
gette a trasformazioni ; ma per effettuarle si richieggono altre teo- 
riche. 
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206. Si sa che l’espressione a' — b* si scompone ne' due fattori 

reali (o-+-i)(a — b)\ ma l’espressione non può scomporsi 

che ne’ fattori — 1)(« — bV^ — 1). 11 valor numerico di 

V' si chiama il modulo di a±bV^ — 1. Il modulo di una 
quantità reale è il suo valor numerico. Perciò l'espressione 3+4V — 1 
ha per modulo V9-t- 16 , ovvero S. 

Se un' espressione immaginaria è uguale a zero , anche il mo- 
dulo sarà zero. In effetti , se si ha X y V — 1 = 0 , sarà X=0 
y = 0 ; e quindi anche VA* -+- Y* = 0. 

207. Avendosi identicamente 

^ac — bd^-^{bc-\-ad)'‘t={ac-^bd)'-^[bc — orf)*=(ff*-t--i*)(c* -{-</*), (13) 
anche le radici numeriche di ciascun membro saranno eguali. Ma 
le radici delle due prime espressioni sodo rispettivamente i moduli 
delle espressioni immaginarie 

ac — bd-^{bc-^ad}\J — 1 , ac-^bd-^{bc — ad)\l — 1, 

e i fattori della terza sono i moduli di a-t-iV — 1 , c c ±zd\f-^ v 
dal cui prodotto risultano le espressioni precedenti ; perciò il mo- 
dulo di un prodotto è uguale al prodotto de moduli de’ fattori. 
Cioè se X, y, z,.,.. sicno diverse espressioni immaginarie, i cui 
moduli sono r, r, , r, e R il modulo del prodotto x^s..., sarà 

n=*rr^r^ (14) 

Da ciò si ricavano le conseguenze seguenti. 

1° Se i fattori sono eguali e di numero m , sarà 
mod. = r" ; 

cioè il modulo della potenza è uguale alla potenza del modulo 
della radice, 

2“ Se xyz.., = ò , sarà anche 7f = 0, e quindi rr,r,... =0. Il 
prodotto rr,r,... di quantità reali non può esser zero, se non è 
zero uno de’ fattori. Quindi supposto r = 0, sarà j: = 0. Perciò «e 
il prodotto di molte espressioni immaginarie è zero, uno de' fat- 
tori dev esser zero. 

208. I moduli della somma e della differenza delle due espres* 
sioni immaginarie a + óV— 1 . c-+-rfV-l SODO rispettivamente : 

V[a->rc)^-^{b-^df=\/a'-^b'^c'-^d‘^‘l[ac->rbd), (lo) 
V {a — c)* -t- (ó —</)’ = 1/fl* -+- A* -t- c* -t- d*—2{ac -+■ bd). (16) 

La somma e la differenza de' moduli delle stesse espressioni sono 
l/«* -i- A * -h\^c' -hd\ l/a” -H A’ — l/c’ ; le quali , elevate 
Li. di Àlg. 17 
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a quadrato e poi oslrallane la radico , dirongono 

+ i* -H c‘ -H rf* + 2l/(a* -f- ^ • j (c* + </') , 

[/ a* + ò*-+-c*-f-d*—2V{a'-i-6'){c'-ì-(^) ; 
e por la (13) si ha 

$om.dc’moduli= j/a" -f-^*-hc*-)-rf‘H-2l/(ac-+-^</;*4-(^e — ai/)* (17) 

dir. de’moduIi= — 21^ (ac-h6d)‘-i-{óc — aJj* (18) 

Or la (13) è minore delia (17) o eguale se ir — tfrf=0, ed è 
maggiore della (18) ; e la (16) è maggiore o al più eguale alla 
(18) e minore della (17). Da ciò si conchiude: 

I. 7/ modulo della somma di due espressioni immaginarie è 
maggiore della differenza de moduli di ciascuna espressione , ed 
eguale o minore aella loro somma. 

II. il modulo della differenza di due espressioni immaginarie 
è minore della somma de loro moduli, ed eguale o maggiore della 
loro differenza. 

A II T. VII. 

De diversi casi ne quali un eguaglianza si risolve in più 
eguaglianze. 


209. Allorché un' eguaglianza é composla di termini che o per 
loro natura o per condizione della quislione non si pos.sono distrug- 
gere , r eguaglianza non può sussister nel modo come trovasi scritta; 
allora dà ordinariamente luogo a diverse eguaglianze , e può ri- 

S uardarsi come un modo compendioso di rappresentar diverse con- 
izioni. 1 casi principali nei quali un' eguaglianza si risolve in più 
eguaglianze sono i seguenti. 

210. I. In un’identità composta di quantità razionali e irrazio- 
nali , è necessario che le quantità razionali sieno eguali fra loro. 

In elTctti se si avesse ridenlità a-\-\/ à — c-^y' d iu cui «, b, c, d 
sono numeri, c b e d non quadrati , sarebbe a — c = \/d — V^b. 

Ora il secondo membro, cioè respressioiie d — b, è quantità ir- 

razionale , perciò che innalzando a quadrato si ha b-{-d — 2V^bd\ 
e siccome b e d non sono quadrati , \/ bd è necessariamente 
irrazionale; c se è irrazionale (\^ d — V' b)' , a più forte ra- 
gione sarà 

^on polendo la quantità razionale a — e eguagliare l' irrazionale 
|/z/ — Vb, conviene che sia « = c, d—b. 
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’ 211. li. Un’identità Tra espressioni immaginarie non può sussi- 
stere se non sono separatamente eguali le parli reali e le quantità 
moltiplicale per — 1 ( n° 20 1 ). Quindi 1’ eguaglianza 
X-+-n/I^=X'-Hri/^ si risolve nelle due A=A', F'. 


212. III. Se si ha l’eguaglianza 

(ax -hiy~hc)*-h(a'x-h6'y-i-c')*=0 , (t) 

si ha necessariamente ox-t-iy-t- c=0 , fl'x-+-i'y-t-c' = 0 , dalle 
quali si possono ricavare i valori d'x e d'y. 

In effetti un quadrato essendo una quantità positiva , la somma (f) 
di due quadrati non può esser zero ; perciò conviene che ciascun 
quadrato sia zero da se. 

213. IV. Se un’ eguaglianza contiene due o più quantità indi- 
pendenti , conviene che il coelEcienle di ciascuna sia eguale a zero. 
Per es. se si ha 

(au-i-i/-t-c)x-i-(a'u -hà'/-hc')y=0. (2) 

e si sa che x , y sono tra loro indipendenti , sarà necessariamente 
au-+-6t-t-e=0 , a'u-t-ó'/-hc'=0. 

In effetti essendo x e y quantità indipendenti , l’ equazione (2) 
che stabilirebbe Ira esse una relazione e che servirebbe a deiermi- , 
nar 1’ una per mezzo dell’ altra , non può sussistere , se non è cia- 
scun termine uguale a zero. 

214. V. Se si ha un’identità della forma 

^x“-t-filr”‘-*-l-Cx"‘-*-t-....-t-Ax-*-Zs=0 , (3) 

nella quale i coefficienti B, C ... L son polinomi che non 
contengono x , essa necessariamente si risolve nelle eguaglianze 

y/= 0 , 5=0, c==o z=o. 

In effetti i termini della (1) non essendo simili , perchè ciascuno 
contiene una potenza diversa d' x , non potrebbero distruggersi se 
non col dare ad x un valore particolare. Ma la (3) è un’ identità, 
e perciò si deve verificare per qualunque valore d’ x ; dunque ognt 
termine dev’ esser zero da se. 

Questa proposizione si rende ancora più evidente ragionando a 
questo modo. Poiché l’ eguaglianza (3) si deve verificare per qua- 
lunque valore d’x, si potrà fare x=0 ; si avrà allora Z = 0 , 
e rimarrà il polinomio 

.Zx"-t- 5x"'” ‘ -t- Cx" -t- . . . . -f- A'x = 0 , 

che si può divider per x , giacché x é indeterminata. Soppresso 
adunque il fattore x , si avrà 

j;Cx"'-!*-t7 ^A=0. 
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Itaf^ionoiulu su qiioslo polinomio come sul procedenlo , si ricara 
K = 0. E cosi proseguendo si deduce che tulli i coellicieuli deb» 
bone esser nulli. 

Yl. Similmente si dimostra che se due polinomi ordinali rispetto 
ad X debbono essere eguali , conviene che i termini che contengono 
la stessa potenza d ' x sieno eguali. Cosi se si ha l' identità 

yl or -k- B x”^' Cx”^* -f- -f-JTx-t-Z 

= yfxf* -t- B'x”-^ -f- Ca"-' 4- -¥ K'x 4- L', 

dcT essere 

y1=^ , B=B>, ec. 


211). Queste conclusioni non sarebbero vere se si trattasse di equa- 
zioni; imperocché l' incognita, che deve determinarsi aflinchè I’ egua- 
glianza aohia luogo , diviene, per effetto della risoluzione dell' equa- 
zione , una espressione tale , che modificando la forma de’ termini 
rende possibile 1’ eguaglianza. 

In cifetti l’equazione 

\/x = x — a, 

innalzando ciascun membro a quadrato , diviene 
x = x* — 2ax a* ; 


quindi 
la quale dà 


X* — (2o-t- 1 )x-ha*=0 , 

2a-4-l . 1 , 

X = — 2 — 


Questo valore verifica la (4), perchè si ha identicamente 


/ 


ea-h 1 . I 




=i±Ìl/4«4-l. 


216. Per mostrare l’ uso che possono avere le precedenU osserva- 
zioni si discenda a qualche applicazione. 

1. Sia l’equazione 

x*-|-/>x -+-7 = 0 ; (ì)) 

supponendo 

X = a-i-^l/ — 1 , ( 6 ) 

si vogliano determinare « e |3 in modo che la (S) sia soddisfatta da 
una espressione della forma (6). Sostituendo in (S) in vece d* x il 
valore (6) , si avrà 

(«4-.SI/.— 1 — 1)4- 7=0. 
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Sv|iIuppando il quadralo , si olliene l’ idenlilà - ■ • , 

a* _t-2«i5l/ZT— 13* 7=0 ; 

la quale , coll’ eguagliar separatamente a zero la parte reale e quella 
che moltiplica , si risolve nelle due 

«*— j3*-f-pa4-jr=0 , (2«-t-^)|3=0 , (7) 

le quali servono a determinare « e 

La seconda potrebbe esser soddisfatta da p=0 ; ma questa sup- 
posizione dando x = “ , lasccrebbe x indeterminata, e perciò non si 
sarebbe fatto che cambiare il nome dell’ incognita. Dovrà dunque 

esser 2«+p=0, da cui «= — ^p. Messo questo valore nella pri- 
ma delle (7) , si olliene P* = 9 — ^ e P = ± ^ q — . Si ha 

perciò 


x<=>—\p±.^ 

risullamento conforme a quello del n' 179, perchè ^ q — ^ 

corrisponde (n® 192) a 

II. Si voglia l’espressione o-t-l/6 trasformare in un altra della 
forma 

Si avrà l’ identità 

= l/x-h l/y . 

Elevando a quadrato si ha 

a-^\/~b =a?-+-y-t-2l/xy , 

che si risolve nelle due equazioni 

x-f-y=<*, V'T ~ 21 / xy , 

ovvero 


x+y=a, 

e quindi ( n’ 181 ) si ha 


X!= ■ 


xy=- 


y= 


a — I/o* — 6 
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Se o * — b è un quadralo perfetto , e si chiami m il ralor numerico 
della radice , sarà 


c quindi 


a-4-w a — m 

— 5 -, y=*-5— ; 


+ |/S -H j/ìp . 
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CAPO IV. 

ElXVAZIOIfZ: A POTENZA E ESTRAZIONE DELLE RADICI 
DE’ POLINOBD. 

ART. I. 

Formolo del binomio di Newton. 

§ 1. Delle ditpoeieioni , permutaxioni e combinaziotn. 

217. Sieno m lettere a, 6, c, d, e . . X* , / , e si vogliano riunire in 
gruppi di 2 lettere , o di 3 , o di 4 , ec. in tutte le maniere pos- 
sibili , in modo però da considerare come diversi i gruppi compo- 
sti delle stesse lettere diversamente disposte e collocate , i gruppi 
che ne risultano si chiamano disposizioni. Per es. le quattro let- 
tere a, b, e, d riunite a 2 a 2 nel modo indicato formano i do- 
dici gruppi seguenti: ab, ac, ad, ba , bc , bd, ea , cb , ed, 
da, db, de. 

Se si ha un gruppo di lettere , c queste si dispongono fra loro 
in tutti i modi possibili , i gruppi che ne risultano costituiscono le 
diverse permutazioni. Per es. il gruppo abe dà le sei permutazioni 
seguenti; abe, acb , cab, bac , bea, cba. Si vede inoltre che le 
permutazioni non sono che le disposizioni in cui entrano sempre le 
medesime lettere , cioè sono le disposizioni di n lettere prese a n a ». 

Finalmente se dalle diverse disposizioni si escludono i gruppi nei 
quali si contengono le stesse lettere , i gruppi che rimangono si chia- 
mano le combinazioni ; cioè quando m lettere si riuniscono a 2 a 2, 
a 3 c 3 , ec. in modo però che in ciascun gruppo vi sia almeno 
una lettera diversa , i gruppi che ne risultano sono le diverse com- 
binazioni. 

218. Sicno le m lettere 

a, b,c,d, e, J*. . . l , 

e si voglia il numero delle disposizioni, a 2 a 2, a 3 a 3, ec. 

Si prenda la lettera a c sì faccia seguire successivamente da tutte 
le lettere rimanenti, si avranno gli m — 1 gruppi ab, ac, ad, ec. 
che sono tutte le disposizioni nelle quali la lettera a sì trova al 
primo posto. Or quel che si c fatto con la lettera a si può fare 
con tutte le altre, perciò ogni lettera dà m — 1 disposizioui , nelle 
quali la stessa lettera sì trova al primo posto. Dunque per avere 
il numero totale delle disposizioni, bisogna ripetere il numero m — 1 
tante volte quante sono le lettere , cioè m volle. Chiamando D, , 
n , , I)^, . . . D„ il numero delle disposizioni o2a2,a3a3, 
u4a4, . . .anan, sarà 

Zlj = »/(»! — 1 ). 
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Similmente si prenda un gruppo di due lettere , per es. , e 
si faccia seguire successivamente da tutte le altre lettere ; si avran- 
no m — 2 uisposizionì , nelle quali la sola ultima lettera è diversa. 

Or quel clic si c fatto col gruppo ab si può fare con tutti gli altri, 
perciò il numero totale delle disposizioni a 3 a 3 si ottiene ripe- 
tendo il numero tn — 2 tante volte quante sono le disposizioni di 2 
lettere ; e si avrà 

D. = D,{m-2). 

In generale se si debbono disporre m lettere a n a n , si vede 
che prendendo un gruppo di n — 1 lettere, c facendolo seguire 
successivamente da tutte le oltre lettere, si avranno m — (« — 1) 
gruppi che differiscono solo nell' ultima lettera. Adunque ogni di- 
sposizione di n — 1 lettere ne dà m — (» — 1) di a lettere. Per- ^ 
ciò si avrà 

Z>. = n-i-1) (1) 

Essendo 

D, =D^{m — 2), 


A_i = — w-f-2), 

D. =/>»._.(«— n-i-l); 

colla successiva sostituzione , o pure col moltiplicare per ordine c 
col sopprimere il fattore , si avrà 

— IX^ — — 3)- • • (”* — n-t-1). (2) 

219. Per avere il numero delle permutazioni , si comincerà dal 
permutare le due lettere a , b. Scrivendo prima ab , e poi cam- 
biando ^ in a c a in ^ , si avranno le permutazioni ab, ba , il 
cui numero è 1 x2. 

Il numero delle permutazioni di tre lettere a , b , c si ottiene 
combinando con ciascuna permutazione di due lettere la terza let- 
tera c ; e siccome questa lettera può occupare tre posti diversi , 
cioè può esser messa in (ine, in mezzo e in principio , ciascuna per- 
mutazione di due lettere ne dà 3 di tre lettere. E quindi il nume- 
ro delle permutazioni di tre lettere è 1x2x3. 

Parimente combinando con ciascuna delle permutozioni di tre let- 
tere fl , b , c la quarta lettera d , si avranno tutte le permuta- 
zioni di 4 lettere. Or la lettera d si può situare in un prodotto 
di tre lettere in quattro maniere diverse ; perciò il numero delle 
permutazioni di 4 lettere è 1.2. 3. 4. 

In generale chiamando il numero delle permutazioni dello 

n — 1 lettere a, b, c, d, . . . . k , il numero P, delle permutazioni 
delle n lettere a, b, c, d, . . . . k , l, sarà 

xn = 1.2.3... («—!)«. (3) 
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Questi formola poicva anche ricavarsi dalla (2) facendovi ms=n. 
In cffelli si hanno allora le disposizioni di n lettere prese a « a «, 
che sono appunto le diverso permutazioni di un gruppo di « lettere. 
Si ha quindi 

7>,==n(«— 1)(«- 2). . . . 2x1, 
che è il prodotto stesso scritto in ordine inverso. 


220. Si voglia inGne il numero delle combinazioni di m Icltcre 
prese una» Per passare dalle disposizioni alle combinazioni ba- 
sta conoscere quanti gruppi vi sono che contengono le inedcsirae 
lettere. Ora avendo formate le disposizioni, ogni gruppo si troverà 
ripetuto tante volte quante sono le permutazioni di cui c capace. 
Dividendo perciò il numero delle disposizioni pel numero delle per- 
mutazioni , si avrà il numero delle combinazioni ; e chiamando C“ 
questo numero , sarà 



m(m — l)(m — 2)....(?n — n-t-I) ^ 
1 . 2.3 .... » ’ 


w 


e siccome 




si ha più compendiosamente 


m — n-t- 1 




Questa formola si può trovar direttamente. Sì vede in fatti che 
unendo a ciascuna combinazione di « — 1 lettere cìàscuna delle 
m — «-1-1 lettere rimanenti, si hanno — m - t- 1 ) gruppi, 

dove uno stesso gruppo si trova ripetuto tante volte per quanti sono 
i posti che in una unione di m — 1 lettere può occupare un’altra 
lettera , cioè « volle. Sicché dividendo il numero precedente per » , 
si ha C, . 

Dalla formola {3) , facendo successivamente n=l, n=2, n=3 

c poi sostituendo in ciascuna il valore della C precedentemente ot- 
tenuto , si ricava 



_ m(m— 1) 

1.2 


^ — 2 ) 

• A o 


Perciò i 90 numeri della lotteria danno 4003 arabi , 117480 terni, 
2333190 qiiaterni , 439492G8 cinquine. 


221. Per ottenere lo combinazioni di tn lettere prese a n a » 
si procederà nel modo seguente. 

Si scrivano le tn lettere a , i , c , d , p , . . . . , poi si 

prenda la lettera o e si combini con tutte le rimanenti ; si avran- 
no le combinazioni aò , ac , ad , ac , q/, . . . In seguito si pren- 
da la lettera à , c si combini con tulle quelle che restano a destra, 

KL di Alg. 18 
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e si avranno le comliinazioiii òe , bd , he , bf. . . . E cosi con- 
tinuando si avranno lo conibina/ioni a 2 a 2. 

Per aver le combinazioni a 3 a 3 , si metta da banda la lettera a, 
c le rimanenti si combinino a 2 a 2 nel modo suddetto. Poi si uni- 
sca la lettera a con ciascuna di queste combinazioni , In lettera b 
con ciascuna di quelle oie non entra b , la lettera c con ciascuna 
di quelle ove non entrano nè ^ nè c ; e così di seguito. 

Per quelle a 4 a 4 , si tolga la lettera « , e le rimanenti si com- 
binino a 3 a 3 nel modo esposto. Poi si unisca la lettera a con 
tutte , la b con quelle ove non entra 4 , ec. 

Nel modo stesso si continuerebbe. 

222. Si osservi che le combinazioni di m lettere a m — 1 am — I 
si possono ottenere togliendo dal gruppo di tutte le m lettere abcd...kl 
ciascuna delle lettere ; quindi ne risultano tanti gruppi diversi, quan- 
te sono le lettere. Da ciò segue che il numero delie combinazioni a 
m — 1 a m — t è uguale a quello delle stesse lettere alai. 

Similmente si ottengono i gruppi di m — 2 lettere togliendo due 
lettere in tutte le maniere possibili. Quindi il numero delle combi- 
nazioni a*n^2a m — 2è uguale a quello delle combinazioni 
a 2 a 2. 

Così si prova che il numero delle combinazioni a m — 3 a m — 3 
è uguale a quello delle stesse lettere combinale a 3 a 3. E in gene- 
rale il numero delle combinazioni a m — n a m — n è uguale a 
quello dello combinazioni a n a n. 

A questa concliiusioue poteva pervenirsi per mezzo della formola (4). 
In clfetti queir espressione non cambia valore se si moltiplicano i 

suoi termini per 1-2. 3. 4 {m — n). Allora il numeratore diviene il 

prodotto dei numeri naturali da 1 (ino ad m ; c si avrà ' 

„ 1.2. 3. 4 m 

1.2.3...wxl.2.3..(ni — n) 

Si vede evidentemente che questa formola non si allora se si scri- 
ve m — n in vece di n ; il che dimostra la proposizione enunciata. 

223. Il numero delle combinazioni dovendo esser sempre intero, 
r espressione (4) sarà sempre un numero intero. Ora il numeratore 
contiene il prodotto di n numeri consecutivi di cui l' ultimo è m ; 
quindi il prodotto di n numeri consecutivi è sempre divisibile per 
lo prodotto dei numeri naturali da 1 lino ad n. 

5 II. Formazione del prodotto di m fattori hinomi della forma 
x-\-a, x-¥b, x-^c, ec. 

224. Si abbiano i fattori x-^a, x-\-b , x-\-c, .r-t-rf, ec., il 
cui numero è w; si cerca il prodotto 
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CuirelTcUiva inolliplicazione si trova 
[x-\-ayx-is-b) = x' -+-{a-+-b)x-\-ah , 

\x-^afx-^b) (i’-t-c) =x'-+- (a-t-^-t-c)x*-)- {ab-\-ae-+-bi)x-^abc , 
cc. 

Da questi risultanienli e dalla siniiglianza di forma dei fattori si può 
prevedere che il prodotto dev'essere soggetto ad una certa legge, 
conosciuta la quale si potrà comporre senza effettuare le moltipli- 
cazioni. Si tratta perciò di sroprire questa legge. 

A tal uopo conviene osservare che l' espressione 

{x-i-ap:-^b'^x->rc)'x->ra). . . 

è composta di fattori tutti diversi , e nondimeno non cambia valore 
se si cambia a in ^ , e b \a a , a in c e c in a , ec. Quindi il 
prodotto deve soddisfare alle condizioni seguenti. 1" Non potendo 
contenere termini simili , non avranno luogo riduzioni e perciò non 
vi saranno cocliicienti numerici. 2° Essendo i fattori omogenei e di 
primo grado , il prodotto sarà un polinomio omogeneo e del gra- 
do m (n* 34). 3" Il prodotto dev’ esser talmente comjmsto colle 
lettere a , b , c , d , . . . che non deve cambiar valore comunque 
si permutino le detto lettere. 4” Nel mentre conterrà tutte le po- 
tenze d’jr, non potrà contenere alcuna potenza delle lettere a, A, 
perchè ciascuna di esse non si trova che in un solo fattore. 

Si tratta dunque di' comporre un polinomio ordinalo secondo le 
potenze di a; e tale che possa soddisfare a tutte le indicale condizioni. 

11 primo termine è x"* ; e questo termine , essendo di grado m, non 
può aver coelficiente. 

Il secondo termine che contiene deve avere per coefficiente 

un polinomio di primo grado. Or con le lettere a , b , c, d. . . . 
non può comporsi che il solo polinomio n + 4+c + </, ... il quale 
soddisfi alla 1" e 3" condizione ; perciò il secondo termine del pro- 
dotto sarà {a-\- b-\-c+ d-\- dove la quantità tra pa- 

rentesi contiene la somma di lutti i secondi termini dei binomi. 

11 termine che contiene x™-* deve avere per coefficiente un po- 
linomio di secondo grado. Questo polinomio, non dovendo avere coeffi- 
cienti numerici , uè potenze delle lettere a , b , c , d. . . . . , e di piò 
non dovendo cambiar valore per effetto delle permutazioni delle dette 
lettere , non può essere che la somma di tutti i prodotti che si ot- 
tengono combinando le lettere a , 4 , c ,</.... a due a due in 

tutte le maniere possibili. Perciò il terzo termine del prodotto ri- 
chiesto sarà {ab-\-ac-‘rod-\- . . -t- 4c -I- . . Similmente ra- 

gionando, si troverà che il quarto termine che contiene x"*"® deve 
avere per coefficiente la somma dei prodotti che si ottengono com- 
binando le lettere or , 4 , c a tre a tre. E in generale il 

termine («-(- 1 che contiene x”'-" deve avere per coefficiente 

IMI polinomio di grado u , il quale per soddisfare alle indicate con- 
dizioni non può esser formato che dalla somma dei prodotti delle 
lettere a , b , c , d, .. . combinale a « a «. 
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Si avrà dunque 

(x-i-a)(x-i-6){x-\-c)(jc+d). . ... = 
ar™ -+{a-i-6-\-e-HÌ-i- . . . .)ar"* -• -+-{a6-i-ac-i-ad-i-6c-t-6d-i— . • )x" ~ * 
+{a6c-i-a6d-j-acd-i-6cd-^....)x”‘-^~i- -i-aied,... (C) 

223. Per avere il prodoUo (x — a)(x—S)(x — e)(.r — d) 

è evidente elio basterà cambiare il segno a tutti i termini di posto pari, 
che sono quelli ne’ quali i termini de’ polinomi che fonnano i coef- 
ficienti della X contengono un numero impari di fattori. 

§ III. Formolo del Binomio di JVeu-lon. 

226. La formola (6) sussiste per tutti i valori di a , 6 , c , cc. ; 
e perciò sussiste anche nel caso che questi valori sieno eguali. Or 
sosi fa a = 6 = c — d=! PC. , il jirimo membro diverrà (x -f- . In- 
trodotta questa condizione nel secondo membro , cioè scritta sempre 
la lettera 'a in voce delle lettere A , e , d... , tutti i termini dei |«i- 
linomi che moltiplicano le successive potenze d’ x divengono eguali, 
e ogni polinomio che forma da coelficiente si cambia in una potenza 
di a ripetuta tanto volto ([uanto è il numero delle combinazioni che 
esso conteneva. Per questa ragione il coellicieute del secondo ter- 
mine diviene ina, quello del terzo termine diviene a* ripetuto tante 
volte quanto è il numero delle combinazioni di m lettere a duo a due, 

. . m(m — 1) 1 - I • o- . • 

cioè — — a*; e cosi per gli altri. Si avra quindi 

(x- 4 -a)"* = 

^ ™ 1 — 1) . ™ — IH»» — 2) , T 

H ^ x"*— ^ 


m{m — 1) (m — 2) (m — 3) 

1.2. 3.4 


a"x'“-"-h 


-t-a“ (7) 


Questa formola porta il nome di binomio di Newton. 

Si osservi che le potenze di x e di <z procedono in ordine inverso; 
comincia la formola da x** c finisce ad x° , c per a comincia da a* 
e finisce ad 1 termini son dunque rn-f-1. 

E facile inoltre comporre un termine qualunque; imperocché la som- 
ma degli esponenti di a e d'x è sempre m , I’ esponente di a è uguale 
al numero uei termini procedenti , e se questo esponente di a c « , il 
coefficiente è il numero delle combinazioni che si possono fare con m 
lettere prese a n a n. Perciò rappresentando per il termine che oc- 
cupa il posto , e che perciò è preceduto da n termini, si avrà 

m{m — l)(ni— 2 Xot — 3)...(m — n-t-l) 

■'"+ ■ 1 . 2 . 3. 4 « 


a»x’»-". (8) 


Questa espressione si chiama il termine generale della formola del bi- 
nomio, perche rap|)rcseula un termine espresso generalmente; e fattovi 
«=1, =2, =3, ec. si ottengono tulli i termini dal secondo in poi. 
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227. Rappresentando per N il numero delle combinazioni die si 

t ossono fare con m lettere a « — 1 a n — 1 , il numero dello coni- 
inazioni a n a n , per la formola (ÌJ) del n“ 220 , sarà espresso 

Ja — ; e quindi due termini consecutivi del binomio , espressi 

generalmente , saranno 


,,»i— n+I „ _ 

■A a 


(») 


Donde si raccoglie che , formato il coefficiente N , per aver quello 
del termine che segue , basta moltiplicare JV per l’ esponente d’ x 
c dividere pel numero de' termini che precedono quello che si con- 
sidera. 

E facile dunque , dopo scritti i primi due termini , dedurne tutti 
gli altri merce l’esposta regola. Così por la sesta potenza di x + a 
si ha 

( X -t- a )" = X* -f- 6ax‘ ■+■ 1 Sa*x* 4- 20o’x’ -h 1 oa*x* -h Ga’x 4- o* . 

6.5 

Il coefficiente del terzo termine è eguale a -j- , quello del quarto 

15.4 , 20.3 

a —5 — , il seguente a — — , cc. 

O 4r 


228. La formola (9) fa conoscere che se L rappresenta un ter- 
mine qualunque , il termine seguente sarà L. ^ — • “ > c due 
termini consecutivi saranno 

Z + (10) 

n X ' ' 

perciò ogni termino si forma dal precedente moltiplicandolo per 
— — . ■^. Cliiamando A il primo termine , B il secondo , C il 
terzo , ec., la formola del binomio prenderà la forma : 


/ \ w mX iti— 1 r^X ^X /4-v 

{x-^aY — x"-{--A--\ — 


m — 2 


Si osservi ancora che lo sviluppo di fx4-o)'" dev’ esser identico 
a quello di (a4-.T)“. Ma questi due sviluppi hanno i termini scritti 
in ordine contrario, perciò i coefficienti de’ termini ad egual distanza 
dagli estremi sono eguali, siccome doveva essere (n“ 222). Quindi 
giunti alla metà de’ termini , si ottengono i seguenti collo scrivere 
gli stessi coefficienti in ordine contrario. Ma siccome i termini sono 
WJ4-1, se m è pari, sarà impari, e vi sarà un termine 

medio isolalo ; se m è impari , m -hi sarà pari , c vi saranno due 
termini medi che hanno lo stesso coefficiente. 
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Riunendo i (erniiai che hanno lo stesso coefficiente , la formola 
del binomio diverrà 

229. È da notarsi ancora die se si fa- = v, si ha 

X 

(x-t-a}“ = a:“^l-f-^^ =x"(l- 4 -^)“, e quindi 

, , m(m — I) m{m — l)(»i — 2) , 

— ^/-i-ec. (13) 


230. Se si trattasse di (x — a)"*, bisognerebbe prender la for- 
raola coi segni alternati. 


2S1. Siccome la potenza (o+à)" si esprime per mezzo delle potenze di 
a e si può la somma delle potenze a", esprimere per mezzo delle 
potenze di (a+6). Fallo a-i-6=s , si ha , secondo la (12) , 

5-=a"H-à”+»i . aò ( a"~»-t-à"~*) o*i*(a"»*'*4-à--A ) 


m(m — l)(m — 2) ,,,, , , 

4 a*i*(a*»“ 64 -à“~ 6 ) ^c. 

Scrìvendo successivamente m— 2 , m— 4 , ec. in vece di ni , o ferman- 
dosi alla potenza m — 6 , sì utlcrrà 

— 2)aà(a"-4-t-i"*-l)-i- ^ -a*ù* (a*»^4-^6)4-ec. 

s"''4=a«~*-l-à"*-*-i-(nj — l) aà 6) ^ ec. 

6=a»r— 6 _j_ ec . 


D.i queste eguaglianze, risalendo dall’ultima alla prima, c sostituendo 
in ciascuna il valore de’ binomi chiusi tra pareutesi ottenuti dall’equa- 
zione precedente ed espressi in z , ricavasi 

fl»— 6_p^«t— 6=-«— C — ce. 

o"— 4^-i^4=s«— 4 — (w — 4) ab.z"^+ ec . 

. . V , . (m— 21 (m— ») , , 

o"-*4-à^*=£“-» — (ot — 2) ai.z-'^^-ì — a*à» — ec. 


c finalmente 

a“-|-i”=i-— ec. (14) 

formola nella quale la legge de’ termini è inanircsta. Il termine gene- 
rale, cioè quello che corrisponde al posto (;i -t- 1)'*'"® è espresso 
, in{m—2n + 1 )(m—2n+2) fm— a— 2)f m— n— 1 ) 

^ • 1.2.3....(a-l)a ^ ' 
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232. La climoslrazìonc data per la composizione della Tormola del 
binomio ù indipendente dalla natura de' termini che compongono il 
binomio , e perciò sussisterà anche quando i termini del binomio di- 
vengono immaginari. In cITetti l’ espressione (a — 1)™ indica, 

quando m è intero , il prodotto di m faltori eguali ad a-\-bV — 1, 
e questi prodotti , tenuto conto de’ risultamenti che danno le potenze 

di 1/ — 1 , si eseguono come se si operasse sopra quantità reali 
( n" 20S). Dunque la forraola 

— 7-5-^ a"-*à*-+- — — -cT-W-+- oc. 

1 • M 1 .2.3 


ha luogo anche quando si scrive ò\^ — 1 in vece di 6. Per Far 
questa sostituzione basta moltiplicare ogni termino del secondo meni, 
bro per quella potenza di V' — 1 che è indicata dall’ esponente di 
ò ; ossia moltiplicare i termini dello sviluppo del binomio per i ter- 
mini rispettivi della serie periodica 

-t-1 , -+-V ^ — i , — 1 , — l/— ^ , -(- 1 , — 1 • cc. ; 


c riunendo i termini che contengono V' — 1 si aVrà 

/ 7 , f»(m — t) nj('w-l)(wi-2)(w-S) ... 

i ec. 


+(»»-- 1^; 

e quindi , chiamando jier compendio A % B \ due polinomi che 
entrano in questa formola, si ha 

{ar^bV — 1Y=iA-ì-,B\/ — 1 . 


ART. II. 

Elevazione a potenza di un polinomio. 


233. La Formola del binomio si applica immediatamente a trovar 
la potenza di un binomio qualunque. 

Sia per es. da trovarsi la potenza (2i*-)-!>£’rf/. E evidente che 
basterà nella Form. (7) del n" 226 Fare x — ^b* , a =!><?</, ro=6; 
e si avrà 

(2A* H- bWj” =(2i*)" -i-6.(2i*)’‘(Scrf). -t- 13(25*)*(l>erf)« -+-ec. 

= C4A'* ± 0G0b'°cd-h 6000iiV*<f ■+■ 2Q000b'c'd'-t- cc. 

Forse poteva convenire di mettere il binomio dato sotto la Forma 
(2i*)"^ 1 -h , applicare all’ espressione ( ^ Li For- 

inola (13) del n" 229 , e poi moltiplicar tulio per 644'*. 
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234. La formola del binomio serve anche per elevare a potenza 
«n polinomio. 

Si cerchi la potenza del polinomio (* 7 
Si farà =a; , e il polinomio sarà ridotto ad 

« 4 -x. Si avrà quindi 

, 1 < W 1 _ u 

A 

In questa formola si debbono sostituire le diverse potenze d’x, 
le quali si otterranno con lo stesso metodo , facondo x — ^-\-y. 
Ottenute le potenze di si otterranno quelle d’y mettendo nuo- 

vamente y= 7 -f- 3 . E cosi di seguito. 


23;». Per avere il termine generate si osserverà , che il termine che 
contiene «* nello sviluppo di (*-i-a')'" è (n® 226) 

1.2.3. ...A ^ 

Facendo sarà Il termine dello sviluppo di 

(^- 1 -^)"-* che contiene /s' è 

(m — A)(w — A — 1)C»» — A — 2)....(gi — A — i-fl) 

1.2.3 I ' 

Quindi se si vuole il termine che contiene conviene sostituire in 
(1) r espressione (2) in vece di x“~‘‘ , e si avrà • 

— l)(>n — 2)....fm — A — l'+I) . ■ . . 

1.2.3....A>ct.2.3....i • W 

Fatto di nuovo y=y-t-s, sarà = Il termino 

di questo sviluppo clic contiene y‘ sarà 

(m — A — A)(m — A — A— 1) (m_A — 1 — i-+- 1). 

1.2.3 A ” 


(4) 


Sostituendo in (3) questa espressione in vece di , si ha il ter- 
mino che contiene , che sarà 


m(m — 1){«™ — 2) (m — A — « — A-t-1) , , . ... 

1.2.3...AX 1.2.s...ix:1.2.3 ...A - 

E evidente die potrà cosi continuarsi finché sieno esauriti tutti i termini 
del ])olinomio dato. Or se nell’espressione (5) si suppone l’esponente di 
z eguale a zero, cioè si fa m = A -{- » -f- X , il ;numeratorc diviene il 
prodotto de' numeri naturali da 1 sino ad m ; e I’ espressione (3) diviene 


12 3 m 

1.2.3...Ax1.2.3...« x 1.2.3. ..a' 


Yy*. 


L’ andamento del calcolo fa conoscere ad evidenza che il termine ge- 
nerale dello sviluppo del polinomio proposto dev’essere 
1.2-3 m 


1.2.3 ...Ax1.2.3...ix1.2.S. ...Ax1.2.3. ...tx.. 


( 6 ) 


dove le A , > , A , / , . . . . possono avere un valore qualunque co- 
minciando da zero , purché perù soddisfacciano alla condizione 

A s -t- A' - 1 * / -d- zn . (1) 
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2S6. So si iraUaste del polinomio 4- iiCz-}- Cx* 
il termine generale diverrebbe 
1.2 3 OT 

1.2.8...Axl.2.3...6<1.2.3...itxl.2.3.../.x.... 


-^*5'C*Z>'..*<+«‘+J/+ • (8) 


Se si chiami n l’esponenle d’a;, si otterranno tulli i termini che con- 
tengono X* prendendo tutti i valori possibili ài h , i , k , l pe’ quali 
restano soddisfatte le due condizioni 


t -I- 2 j( T- 3/ ss n , 

h -4- » -t- ^ -4- / -4-. ..ESI». 


Si avverta che se alcuno de’ nemeri i ■, k , ee. risulta eguale a zero , 
non è già che il denominatore della (8) venga moltiplicato per zero , 
ma è che questo denominatore non deve contenere prodotti relativi a 
quel numero. Supposto per es. che si abbia itssO, nel denominatore del 
coefBcienle del termine corrispondente si cancellerà il prodotto 1.2. 3.. il.; 
siccome è facile intendere. 

Si voglia per es. il termine che contiene Si dovrà soddisfare in 
tutte le maniere possibili alle due condizioni 

s" -f- 2k -+- 3/ -f- s=s 3 , 

k -h $ -h k rh ^ -ì- • . . .=»!. 

Ora dalla prima si ha ; 

1 = 3, j( = 0, /=0, e dalla seconda A — m — 3, 
t'=:l,^=:l,/=3 0, Asrm — 2, 

s' = 0 , A =0 , /= 1, Assiti — 1; 

quindi il termine richiesto sarà 


A R T. III. 

Estrazùme della radici di t/ualunque grado dà numeri 
e dai polinom. 

$. I. £ilrasione dtUe radici da’ numeri. 

257. Si debba da un numero iV estrarre la radice essendo 

m numero primo. Se N non ha più di m cifre , la sua radice è di 

una sola cifra , e si ottiene conoscendo le potenze m‘^‘ de’ primi nove 
numeri. Se N ha più di m cifre , si divideranno le cifre del numero in 

classi di m cifre cominciando dalla destra, potendo l’ultima classe risultare 

di 1 , di 2,.... di m cifre. Ogni classe di cifre somministra una cifra nella 
radice (n° 88). Si trova la radice del numero compreso nell’ ultima 

classe a sinistra, e poi la potenza m’'”^ del numero ottenuto si sottrae 
dalla detta classe. Or siccome (a ■+- A)" = o" -4- -4- ec. , con- 
siderando a come le diecine e i come le unità del numero proposto , 
si vede che unendo al resto la prima cifra della classe seguente , si ha 
un numero che diviso per ma"-' , cioè per la potenza m — 1 della 

/;/. di AUj. 19 
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cifra olteiiuta molliplicata per m , darà una seconda cifra nella radice. 
Elevando alla potenza m.'*'"" il numero composto delle due cifre otte- 
mite , e sottraendo questa potenza dal numero che forma le due classi 
di cifre adoperato, si ottiene un secondo resto, cui si unirà la prima 
cifra della classe seguente ; e il numero composto a tal modo si divi- 
derà per la potenza m — 1 della radico ottenuta moltiplicata per m. Il 
quoziente darà una terza cifra della radice. E cosi si continuerà. 

Volendo la radice appj'ossimata coi decimali , per ogni cifra decimale 
che si vuole nella radice bisogna aggiungere m zeri. 

238. Se m non è numero primo, ed è tn = hkl, conviene estrarre 
prima la radice del grado h , poi dal risultamcnto la radice del grado 
k , ec. (n“ 71). 


§ II. Ettrazione delle radici da’ polinomi. 

239. E da osservarsi in prirno luogo che un binomio non può 
rappresentare mai una potenza esalta ; perchè anche trattandosi del 
quadralo , il quadrato ai un monomio è un monomio e quello di 
un binomio è un trinomio. 

Si tratti di estrarre la radice quadrata da un trinomio. Allorché 
questo è ordinato secondo le potenze decrescenti o crescenti di una 
lellera , per esser quadrato perfetto , fa d’ uopo che questi tre ter- 
mini sieno necessariamente le tre parli di cui si compone il qua- 
drato di un binomio. Per cui si otterrà la radice, estraendo la ra- 
dice dal primo termine, e dall’ ultimo; e se il trinomio è un qua- 
drato perfetto bisogna che il doppio prodotto di (juosti due termini 
sia eguale al termine medio. In ofletti avendosi l'espressione 
9x* — 30oAx* -t- 2oa‘A'* , si prenderà la radice del primo termine 
che è 3x* , quella dell’ ultimo che è Sai, e siccome il doppio pro- 
dotto 2x3x‘xSai deve dare — SOoAx* , la radice richiesta sarà 
3x' — Sab. 

240. Ma per trattar la cosa in generale , suppongasi che si debba 
estrarre la radice z/j'*"'” da un polinomio P ordinato secondo le 
potenze decrescenti di una lettera qualunque x. Si osserverà che in 
tal ca,so il primo termine dev’ esser necessariamente la potenza 
z/j"’’"* del primo termine della radice. E quindi si ottiene il primo 
termine della radice estraendo la radice dal primo termine del [x>- 
linomio P. Sia x il primo termine ottenuto e la somma di tutti 
gli altri termini della radice ; sarà 

P=e{a.-j^Q^=s i’’ Q m — ^ ec. 

e quindi 

P — a" = //«■"“ t W— 2 — ■ 

Sia ^ il secondo termine della radice ossia il primo termine del 
polinomio Q ; siccome il polinomio è ordinalo rispetto alle po- 
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(raze decrescenti di x , il primott'osmine |3 conlèrr^x alla più alld 
potenza, per cui ne’ termini >w.^^^.ja"V>l 2 *,ec. quan- 

do si mette per Q il suo valore, si avranno dc’p^rnqmi ne' quali 
i termini che contengono x al più allo grado sono 

— a"*-*p* , ec. Di questi termini , fatta astrazionie^ai coef- 

A ^ 

flcienti che non contengono x , il primo è eguale ad .« , 

c il secondo a a™-*,?.,? ; e siccome a contiene x un grado più 
allo di |3 , si vede chiaro che sarà di tifiti 1 termini ^ello 

che contiene la più alla potenza di x. Dividendo adunque il}'i^o 
P—a!‘ per wa"*-*, si otterrà il secondo termine (3 della r^d^. 
Sia R la somma de' termini che si debbono ancora ottenere ; sarà 

)*"=(“ (* -4- (Sj^-^^-t-ec. '* 

c quindi 

Rappresenti 7 il terzo termine della radice. Ragionando come nel 
raso precedente si vedrà che di tutti i termini di cui costano i 
polinomi che formano il secondo membro quello che contiene la più 
alta potenza di x ò 

Sviluppando la potenza , il termine che contiene la più 

alta potenza di x è , e quindi di tutti i termini di cui si coni- ' 
pone il detto secondo membro , il termine conterrà x al 

più alto grado. Dividendo nuovamente il resto per si avrà 

li terzo termine. 

Questo ragionamento conduce alla seguente regola per estrarre 
la radice da un polinomio. 

St ordina il polinomio rispetto alle potenze decrescenti di una 
lettera^ si estrae la radice dal primo termine, e si diride il se- 
condo termine per la potenza (m — del primo termine mol- 
tiplicata per m ; e si avrà il secondo termine. Si eleva a poten- 
za il binomio ottenuto e si sottrae dal polinomio dato ; si divide 
il primo termine del resto per lo stesso divisore precedente e si 
ottiene il terzo termine della radice. E cosi si continuerà , Jin- 
chè si trovi un resto nullo ; il che deve avvenire se il polinomio 
è una potenza esatta del grado m. 

Si è supposto che il polinomio fosse ordinalo rispetto alle potenze 
decrescenti della x ; ma i ragionamenti non sarebbero affatto di- 
versi se il polinomio fosse ordinato secondo le potenze crescenti. 

\ 

241. Quando si arriva n un resto il cui primo termine non è 
divisibile jier ma."-' , il polinomio dato non e potenza esatta. L’e- 
strazione di radice s’ indicherà allora come uc’numcri 0 col segno 
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|/ o coll’ esponente frazionario (n° 78). Così la radice quadrala 
di Ax* -4- Àc -f- C è indicata da 1/ Ax*-^Bx-^Cy ovvero da 
^Ax*~\-Bx-^ C)*' 

Si avverta che affinchè il polinomio dato sia potenza esalta del grado 
ffl, la principale condizione di cui bisogna assicurarsi prima d'incomin- 
ciar 1 operazione è, che dal primo termine e dall' ultimo si possa 
esattamente estrarre la radice 

Il seguente esempio , in cui trattasi di estrarre la radice terza 
da un polinomio , servirà per gettar luce sulla esposta teorica. 


8a*4r® — 36a^ar®-t-66«Sa4— 63a®jr*-4-3Safx*— 9o*x-+-o# 
— 8a*x®-+-S6a4x® — 54a®x*-t-27a*x* 

2” resto -+-12a®x* — 36a®x®-+-33a"x* — 9«*x-m'‘’ 

— 1 2(i®x*-t-36o®x® — 27a'^x* 


2«x* — 3o*x-t-«S 
3(2ox*)*=12a»x4' 

3(2ox* — 3a*x)*a5 


-+- 6o7j.i — 9fl*x-4-a® 
— 6o^x*-t-9a*x — o® 


3(2ax» — 3a*x)o®-t-«® 


0 


Dopo aver estratta la radice terza dal primo tonnine che c 2ax*, 
si divide il secondo termine per 3( 2ax* )* e si ottiene il secondo 
termine — 3«'x. Si forma la terza potenza di 2ax* — 3a*x la quale 
si sottrae dal polinomio proposto e si ottiene per secondo resto 
+ 12a’x* — ec. Questo è detto secondo resto perchè il primo sa- 
rebbe quello che si otterrebbe sottraendo dal polinomio il cubo del 
primo termine. Si divide il primo termine del resto per lo stesso 
divisore 12à‘x*, e si ottiene per terzo termine a®. Si potrebbe ele- 
vare a cubo il polinomio 2ax* — 3a*x+a’ e sottrarlo dal polino- 
mio proposto; ma sarà da preferirsi l'andarne sottraendo successi- 
vamente le altre parli del cubo , come si vede praticato nell' esempio. 
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CAPO V. 

EQUioirrrEEifzi: e PBOPOEzioin-PBOGaEB8ioin> 

LOGARITMI. 

ART. I. 

Deir equidifferenza e della proporzione. 

2A2 Se due pandczze si paragonano per conoscer la loro ine- 
guaglianza , il nsuUamenlo del conrronto si chiama differenza. Si 
sa cne la dilTerenza si ottiene sottraendo la grandezza piu grande 
dalla più piccola , c si sa pure che per potere eseguir la sottra- 
zione è necessario non solo che le grandezze sieno omogenee, ma 
che sieno espresse per mezzo della stessa unità. 

Quattro grandezze a, ■/, i tali , che la dilCerenza fra la prima 
e la secon«ìa sia uguale alla diflierenza fra la terza e la quarta , co- 
stituiscono un' equidifferenza ( o proporzione aritmetica ) , la quale 
si scrive 

e.p-, y.ì. (I) 

243. Dall' equidiflcrenza (1) si passa all’eguaglianza 

p — a = j — 7, ovvero |5-f-7 = «-f.<f ; (2) 

cioè la somma de’ termini estremi è uguale alla somma de’ medi. 

Se T equidifferenza è continua , cioè se si ha <t. p : P. y , 

• « »-+-y 

Sara |S = — 

/3 si chiama il medio (o medio aritmetico ) delle due quantità « e y. 

Siccome da un' eqnidiflerenza ne risulta un’ eguaglianza, così da 
un’ eguaglianza in cui ciascun membro è composto di due termini 
si può formare un’ eqiiidìlferenza. 

Partendo dall’ eguaglianza (2) si può stabilire in quattro modi di- 
versi r equidifferenza', essendo necessario che P e y sieno sempre gli 
estremi o i medi. 

244. Poiché dalla (2) si può ottenere p — a-±^m—3 — y±»i, 
sarà 

“.P±»i:y.<f±»j; o pure arpwi . p ; yzpm . J 

Similmente si troverebbe 

«±»«. Pztn : y ± f». tztn. 
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SA'S. Parimente dalla (2) si ottiene 

3 * i y 

m6 — rm=mi — m-/ , e — , 

n n H li 

dalle quali 

a . a fi y s 

fnx . mfi : nr/ . mo , 

nnnn 

cioè i termini di un’equidiflerenza moltiplicati o divisi per un me- 
desimo numero restano equidiOercnti. 


24G. Se si hanno molte equidifferenze 








Sara 

. .) = ^ . — (7-4-7 ,+7.-t- • •) 

e quindi 

• 7-J-7,-4-7.-4-- 

247. Allorché due grandezze si paragonano ad oggetto di vedere 
in che modo l’una può esser formata per mezzo dell’altra, il ri- 
Bultamcnlo del confronto fatto si chiama ragione o rapporto delle 
due grandezze. Si sa che il rapporto di due grandezze si ottiene 
dividendo l'una per l'altra, e perciò il rapporto corrisponde ai 
quoziente di due grandezze omogenee. Due rapporti eguali formano 
una proporzione; e se i suoi quattro termini sono a , 6 , c , d , la 
proporzione , siccome si sa , si scrive 

• a : 6 :: c : d. (3) 

Dalla (3) per definizione si ricava 

(4) -=— , e quindi ad=bc ; 


(5) 


cioè in ogni proporzione il prodotto de termini estremi è uguale 
al prodotto de medi. 

Siccome da una proporzione si ricava un' eguaglianza , viceversa 
un’ eguaglianza nella quale i due membri si possono scomporre in 
fattori pnò somministrare una proporzione. Dalla (li) possono risul- 
tare otto proporzioni composte sempre degli stessi termini , ma di- 
sposti con diverso ordine ( V. Arilm. n° IGO ). 


248. Dalla (4) si ottiene 


b d 

- ± r« = — ± w , 
a c 


da cui 


b-i-mn 
a 


(/-t-TOC 


b -+- ma 
d ^ me 


a 

c 


b 

d' 
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e quindi 


( 15» ) 

b àztna : d±tnc a •. c :: b •. d. 


Dalla stessa (4) , invertendo ciascun rapporto , e poi aggiungendo 
±n , si ottiene 


a±nb c + nrf a-^nb b a 

b d * c nd d c * 

0 quindi 

a±nb : cdznd:'.b±ma:d-^mc. 

Supponendo m=n=t, c prendendo nel primo rapporto il segno 
superiore , nel secondo l' inferiore , si avrà 

a + b: e-^dwa—b-.c—d. 


ovvero 

a-<rb-.a — b\-.c+d:c — d. (6) 

Potendosi per l'eguaglianza cambiare ^ in c e c in dalla (6) 
per effetto di questo catnbìamento si ottiene 

a-\-c\a — c::b -{-d:b—d. (7) 


249. Se si hanno n proporzioni 


a i b •.:c :d, dallo quali - = — 

a c 

Il bt dx 

a. : A. ::e. ; ^ — 

a. : b, ::e. : ^ = ^ 

Oo c. 


Qm-i I bm-ì " C„-i . dg.^ 


b/t-i dx-1 ^ 

Co-i 

moltiplicando per ordine i membri di queste eguaglianze c poi ri< 


mettendo in proporzione , risulta 

aa^a,....a„., : bb,b^....b^, :: cc,c,....c.-, : dd^d,..,.d„.,. 

Dalle prime due si ricava 

a b c d 
o, ■ bx " c, ' dx' 

c in generale dalle proporzioni precedenti e dalle altre 
a' : b' :: e' : d' , 
a" : b" :: c" : d" 

si ottiene 

ao, < 1 , ... b b, 6^ ... _ cc,c, .... d dx d, ... 
oW"... ■ b'b" b'"... " dc''c"'... ■ d‘d“d‘"... 
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2'àO. Elevando i due membri della (■() alla potenza estra- 
endo la radice si ottiene 

a a 

am J.W ’ a I, ’ 

, l/T 

d' onde 

n n n fi 

(8) am ; i** : ; c" : dm , [/^ : 1^7 : : l/c* : l/ d. (9) 

t * 

2'6l. Se si hanno molli rapporti eguali, cioè 

i = ^=^ = ec = (10) 

sarà ò=af, b' = a'q, b" = a"q, ec.; c sommando tulli i primi 
membri c tutti i secondi di quest’ ultime eguaglianze , si ottiene 

ec. “f-cc. ) , 

d' onde , osservando che g = — , si ricava 

* ys 


6 __ 6-h6'-+-6"-Y- ce. 
a a-t-o'-t-a"-+- ec. ’ 

e in fine 

a-+-a'-t-a"-t-ec. : b-i-b' -4-b" -i- 
Siccome dall'eguaglianza (10) si ottiene 

b* b>* «'A' 


ec. 


a : b 


(it) 

( 12 ) 


•”S' 


a* a'* a"* •••» »'a' a" a" 

< 

nel modo stesso come si è avuta l’eguaglianza (11) si otterrà 


a r a*-Ha'*-t-a"*-(-ec. a 


(13) 


—b 


Avendosi — = — ^ , si potrà nelle espressioni precedenti cambiare 

il segno ai termini che corrispondono ad una stessa frazione. Cosi 
si avrà 

b b' b—b' Vb'—b‘» 




(U) 


232. Moltiplicando fra loro i primi membri delle n — 1 egua- 
glianze 
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nc risulla 



<la cui 

:: a’ : ò"; 

cioè la ragion composta di n ragioni eguali è uguale alla potenza 

„ lima ,|j u„j| JJ esse. 


2j 3. Finalnicnie se si lia 

a : X : X : ò , 


si ricava 

x= ; 

cioè il medio proporzionale fra duo numeri dali è uguale alla ra- 
dice (piadrata del loro prodotto. 


ART. I. 


Delle progressioni per differenza. 

2o4. Si chinina progressione per differenza ( o ariltnetica ) una 
serie di termini ne’ quali la differenza fra un termine e ((nello che 
lo precede è costante. Se questa differenza è positiva , la progres- 
sione è crescente ; se negativa , decrescente. Cos’i i termini 

1 , 3 , ì> , 7 , 9 , cc. 

formano una progressione crescente ; e i termini 
2S, 23, 22, 19, 16, ec, 
compongono una progressione decrescente.- 

233. Sicno generalmente (z, , , a, , a, i termini di una 

jirogressione per differenza. Per rappresentare che questi termini 
sono e({uidilfcrcnti , si scriverà : 

— a .... <7,, 

Si vede che dati i due primi termini si potrà formare una pro- 
gressione per differenza aggiungendo ad ogni termine la stessa 
differenza. Cosi dati i duo primi termini 1 e 7 , il terzo sarà 7-it6 
ovvero 13; il quarto, 13+fi ovvero 19 ; cc. 

Chiamando o' la differenza , si avrà 

= 4- J ; 

e sostituendo il valore di in quello di a, , si ha il terzo termi- 
ne espresso da «, = «, -t-2«»'. Sostituendo (pieslo valore di a, in 
quello di a^, si ha il quarto termine «^=tf,4-3o. Cosi si trove- 
rebbe a, = f/, 4-4 o, <z, = rt, 4 - 3<»' ; e in generale ogni termine è 
Kl. di Alg. 20 
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uguale al primo più la diflprenza ripplula tante volte per quanto 
è il numero de’ termini precedenti ; cioè il coedìciente di J ba tale 
dipendenza coll’ indice del termine , che ne dilTerisce per un’ unità. 
Quindi se l'indice è », il coefliciente di i dev’essere n — 1. Sarà 
dunque 

a. = a, + {n — 1 )<?. (1) 

Per mezzo di questa formola si può oticnere un termine qualun* 
que senza passare pc’ termini intermedi. Se si vuole il quindicesi- 
mo termine della progressione -^1.4.7 ec. , si ha 

14-14 3= 43. 

2o6. Si ha 

a,-ì~S — a^, a,-hJ=a*, ec. 

rT n-i J rZa-l “fifa-» ““ *1 ®»-3 1 

Sommando per ordine le eguaglianze che sono in corrispondenza , 
risulterà 

fl, ■+■ Cm = a, ò,., = a, -h a,., = ec. 

cioè : in ogni progressione per differenza le somme de’ termini 
estremi e di tutti gli eguidistanti dagli estremi sono eguali. 

237. Potendosi una progressione scrivere 

4“ a . a -t- ^ . a 4 — . a 4 — 3^ ...... .a 4* (a — 1)^ * 

si scopre facilmente che la differenza fra il primo termine e il 
terzo è uguale a quella del doppio de’ due primi ; la differenza fra 
if primo ed il quarto è uguale a quella del triplo de’ due primi ; 
c in generale la differenza fra il primo termine e /’ n**"** è uguale 
a quella de multipli n — 1 del primo e del secondo ; cioè (n° 242) 

a, .a.:(n — Ija, •(» — l)a,. 

238. Chiamando s la somma di n termini di una progressione 
per differenza , si ha ( scrivendo i primi tre termini e gli ultimi tre ), 

5 = a,4ra, 4-a, 4 - -t-a^, 4 - 0 ... 4-«* ; 

e scrivendo i termini in ordine inverso si ha 

i = a, 4 - a,., -t^a,., -t- 4-o, +<*1 4-a,. 

Sommando queste due eguaglianze per ordine , si ha 

2j = (a, a.) -+- (a, 4 - a„.,) 4 - (a, 4 - a«.j) ..... 4 - {a,.. 4 - a,) 

4-(a,M 4- a,) 4 - (a« 4r 

le quantità tra parentesi son tutte eguali ( n” 236 ) , dunque 
2s = (a^ 4 - a») M , d’ onde 
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( ISS ) 


Mettendo in questa forinola l' espressione (1) di a., si ha ' 


a =a,M-t- n. 



259. Le formole (1) e (2) conlen{;ono le cinque qnantilà <7, , a., 
i , n ei s date tre di queste , si possono trovar le altre due. 
Applicando la forinola (2) alla progressione de'numcri impari 1,3,5... 
in cui a, = 1 , 2 , si trova a = »■ , cioè la somma di un nu- 

mero qualunque di termini è sempre un quadralo ; e quindi lutti i 
quadrati risultano dalla somma di un certo numero di numeri im- 
pari , siccome è facile assicurarsi. 


260. La formola (1) si applica a risolvere il seguente 
Pboblbma. Tra due numeri dati a e b inserire un numero ni 
di' medi equidifferenti. 

I due numeri dati insieme con m numeri intermedi formano m+2 
termini della progressione. È dato dunque il primo termine , l' ul- 
timo , e il numero de’ termini; bisogna trovare o. Facendo nella 
formola (1) a, = a, a.=6 , n = m-h2 , si ha 

w-t-1 

La progressione adunque sarà 

. am-\-b o(i7i — V)-^2b a{m — 2)-hìb . 

— • • - • — ‘ ' • ■■■ ' 0* 

m-t-1 w-l-1 


Per es. tra 46 e 6 sì debbano inserire selle medi cquidiflierenti ; 

^6 — 6 ' * * 
si avrà i = — r — =5 , e la progressione sarà 

O 

-^6. II. 16. 21. 26. 31. 36. 41. 46. 

ART. HI. 


Delie progressioni per quoziente. 

261. Dicesi progressione per quoziente ( o geometrica ) una se- 
rie di termini tali che dividendo un termine qualunque per quello 
che lo precede si ha un quoziente costante. La progressione è cre- 
scente o decrescente , secondo che questo quoziente è maggiore o 
minore dell’ unità. Il quoziente della progressione chiamasi anche 
ragione. 

Per es. i termini 2 , 6 , 18 , 54 , ec, formano una progres- 
sione crescente ; gli altri 72 , 36 , 18 , 9 , cc. compongono una 
progressione decrescente. 

Per indicare che i termini a,, o, , a,, a^,.... a. formano una 
progressione per quoziente , si è convenuto dì scriverli così ; 

"•V ^ g • • • • • • * Onm 
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2G2. Sin q il qiiozienic della progressione ; sarà 



d" onde 

a, = a,q, a^=zaj] a,=a^.,q \ 

e ben si vedo che , dalo un termino , per formar quello che segue 
basta moltiplicare il termino dalo per q. 

Mettendo il valore di a, in quello di a, , si ha a^ = a^q^ ; que- 
sto valore , sostituito nell’eguaglianza che segue , rende a^=a^q'. 
È facile riconoscere che 1’ esponente di q è uguale all' indice del ter- 
mine , meno uno ; per conseguenza si avrà in generale 

«•=«.?-• (1) 
Questo chiamasi il termine generale della serie , perchè fatto 
»»=1 , =2 , =3, ec. si hanno tutti i termini della progressione. 
Per esempio l’ottavo termine della progressione -rr 3 : 6 : 12: oc. è 
«.=3. 2’ = 384. 


263. Scrivendo in vece di , a, , ec. i valori che risul- 

tano dalla forinola (1) , la progressione si presenterà sotto la forma 

-H- : a,q : »,/ : »./ ..... a,rf' i 

sopprimendo il fattore », che è comune a tulli i termini o scriven- 
do q" in vece di 1 , si ha l’ altra jirogressione 

ir” 7"-, 

' termini della quale sono lo potenze successive di una stessa quan- 
tità q. 

Per aver una progressione per quoziente non è neeessario che 
gli esponenti di una stessa qnanlità sieno i numeri naturali , ri- 
chiedendosi solo che questi esponenti sieno in progressione per dif- 
ferenza ; giacché per aver un quoziente costante dividendo un ter- 
mine per quello die lo precedo , basta che gli esponenti abbiano 
una differenza costante. Perciò i termini y‘ , y* , q' , y'“ , ec. for- 
meranno una progressione per quoziente , mentre gli esponenti ne 
formano una per differenza. 

264. Essendo 


«I 



».=y, 



ec. 


£Tfl — ) Gk-» — ^ OC. 

ne segue che 
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cioè » prodotti de termini estremi e degli equidistanti dagli estre- 
mi si eguagliano. 

2G1S. Scrina la progressione nel modo segiicnle : 

~a\aq\ aq' : aq' aq" ' , 

si vede che il primo termine sla al terzo , come la seconda po- 
tenza del primo alla seconda potenza del secondo ; il primo ed il 
quarto stanno fra loro come le terze potenze del primo e del se- 
condo ; e in generale il primo termine sta ali n.'''”” , come le po- 
tenze n — 1 del primo e del secondo (*). 

260. Si chiami s la somma di n termini della progressione 

““ ? fltj . •»». Qm-\» 

Sommando per ordine le eguaglianze 

= “i? . «. = «.7 1 (t^ = ajq o. = a,.// , 

si avrà 

a^-t- .... 7 (fl, - 1 - 0 , -t-flj-t- .... -t-fl,.,) , 

Ma poiché s=a,-i-a^-h a,-i- -+■ a,.,-ha,, sarà 

a^-i-a,-h ... -t-o.=« — a,, e a,-)-o,-t-...-i-a^,=j — a,; e quindi 

s—a^ = q{s—a.), 

da cui si ricava s — a^ = qs — qan, qs — s=amq — a,, c inline 

a.q — o, 

« = — ^ • 
q—l 

Mettendo in questa formolo il valore (1) di a., si avrà 

_ 0.(7" — 1) 

7-1 

Questa formolo poteva ricavarsi direttamente , mettendo la progres- 
sione sotto la forma 

a. ; a .7 : a. 7 ’ ; a. 7 ’ ... : a,q"- , 
e rammentandosi che 

1 -H 7 - 4 - 7 ’-t- 7 ’-H = (n° 90), 

Per es. la somma de’ primi sette termini della progressione 
4f2: 6 : 18 .... è " - ^ =3’ — 1=2186. 

O A 


V”) Secondo l’amico linKuagf?*o '1 rapporto del primo termine all’n'- si com- 
pone di tutti i rapporti intermedi , cioè del primo al sciniidn , del serondn .il 
terzo, del terzo al quarto, ec. K siccome questi rapporti sou tutti eguali , |»Tri» 
il rapporto di a : oq»-* è compililo di n — 1 rapporti , tutti eguali a quello di a -, mj. 
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Quando ^ = 1 , la forinola (1) dà q* Ma la progressione 
essendo -H- a : a : a la somma di n termini è na. 

267. Le eguaglianze (1) e (2) contengono cinque quantità , cioè 
a,, a., q, s, n; perciò, date tre di esse, si possono trovar le altre 
due. Ma la risoluzione delle equazioni alle quali si perviene non 
è COSI semplice come nelle progressioni per differenza , giacché la 
ricerca di q in alcuni casi dipende da un' e(|uazione di grado n, 
e quella di n dipende dalla teorica de’ logaritmi , di cui si tratte- 
rà or ora. 


268. La formola (1) serve a risolvere il seguente 
Problema. Fra due numeri dati , a e b , interire m medi pro- 
porzionali. 

Si tratta di trovar q. Nella formola (1) facendo a, = d , a,^a, 

m+I 


n = »i Jr2 , si ha g 



; e la progressione sarà 


~a:ay/l ‘. ■. b. 

. 7 

Se a = 3 , à=a384 , »ni=6 , sarà g=|/^=l/T28 = 2; c 
si ha la progressione 

-H- 3 : 6 : 12 : 24 : 48 ; 96 : 192 : 384. (•) 


ART. IV. 


Teoremi tulle quantità esponenziali. 

269. Un’espressione <f , in cui a è un numero dato ed invaria- 
bile diverso dall’ unità ed x una quantità che può ricever diversi 
valori , e che perciò dicesi variabile , si chiama esponenziale. Il 
numero a dicesi bcue. Siccome dando ad x diversi valori anche 
la quantità <r* riceve diversi valori , trattasi di esaminare in che 
modo varia a* al variar della x ; all' uopo serviranno i seguenti 
teoremi. 

270. Teorema I. Le potenze sttceessive di un numero mo/ggiore 
di 1 crescono indeJinitamenU , e possono divenir maggiori di qua- 
lunque quantità data. 


(*) Per una leorìra più estesa delle progressioDi , non che per molti prableni ad 
esse relativi si vegga il Tratt. d'Algebra uumeri 3U6...308, 321 ...324. 
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In efletti , sia a>l ; due potenze successWe del numero a sa- 
ranno rappresentale generalmente da o" , . La loro differenza 

è — o* , ovvero a“(a— 1), la quale è positiva, perche a>l; 

dunque «”•+*>• o". , 

Inoltre se y è un numero grandissimo , si potrà sempre soddi- 
sfare alla condizione 

a* > y. (*) 

Imperocché , si ha ^ ■ ■ £ = l+a + a*-ha'-h .... -i- o*~* (d 90) , 

or se nel secondo membro si mette 1 in vece di a, essendo x il 
numero de’ termini che compongono il detto secondo membro, si avra 

t « quindi 

o*>14t(o — (^) 

Inoltre è evidente che per potersi accordare le due condizioni (1) 
e (2) , basterà fare 




d’ onde 


= 9—1 


•“> fl_I ’ 

cioè per soddisfare alla (1) basta prender per x il numero intero 
immediatamente maggiore di ^ __ - ; 

(fM.1 9999 

Per es. si voglia che sia 3*>10000. Essendo — — - — — - — , ba- 
° a—- 1 jt 

sta far xs=:SOOO. 


27 1. Teorema II. Ze potenze sueeetsioe di un numero minore 
di / diminuitcono indefinitamente , e potsono divenir minori di 
qtialunnue quantità data. 

In effetti , se ^<1 ; la differenza i“(4 — I) fra e d" è ne- 
gativa ; e perciò 

Inoltre se r è una quantità piccolissima e si vuole che sia 

b‘<r. (4) 

sarà i > i- ( n“ S4 ). E siccome —> 1 , per la (3) si dovrà fare 

O* I* V 
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Per es. si voglia ^^^*<0,0001 , sarà 


/Kl— r) |X0,9999 


r{l—6) 0,0001X1 


= 19998 = x. 


272. Teorema HI. Le radici de nxmeri maggiori di 1 diminui- 
scono a misura c/te cresce L indice ; e restando sempre maggiori 
di / si avvicinano indefinitamente alt' unità in modo da poterne 
differire per meno di una guanlità data. 

Io eflctti , sia « > 1 , e a”'^ = l>”' : sarà a"= — — - 

o siccome «">-1 , sarà òi>a. Ciò posto, so si fa 

m Ni^n 

a’”^=p — 6"*, sarà anche />>• 1 , c \/p~b, ; c qiiin- 

ni-v» m 

di l/jó < Vp- 

Inoltre se si deve soddisfare all' ineguaglianza 

I 

p//—\< q, (6) 



sarà p‘ •< q-\-l, e quindi 

f7) 

p poiché q è una quantità positiva , sarà 1 , e per soddis- 


fare alla (6) basta soddisfare alla (7) , cioè prendere x 
(n” 270). 

I 

Per es. per aver 2' — 1<0,0001 , si farà 

1 


= p-\ 
> 7 


0,0001 


10000. 


273. Teorema. W, Le radici de' numeri minori di / crescono 
al crescer deli indice ; e restando sempre inferiori all’unità pos- 
sono avvicinarsi alt unità tanto da differirne qtcr meno di una 
quantità data. 

In elTetti , se o>I, ed è = sarà a" = 

wi+n n 

ciò i<a. Fatto =p = sarà 
Se si vuole che sia 




e per- 


l-/<r, (8) 

sarà (1 — ry<.p, e quindi 
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Ora per soddisfare alia (9) e quindi anche alla (8) , basla fare ( 11 ° 270) 

-i— 1 

p 

X ■■ 


(1 -/>)(! -r) 


1 


pr 


1 — r 


Per cs. si voglia 1 — (0,S)*<; 0,001 ; basterà prendere 
(1 — 0,5)(l —0,001) 0,8x0,999 


0,5X0,001 


0,5x0,001 


999. 


274. Si osservi che siccome a~* = ( i j , se si fa - =b, a e b 

W a 

.saranno due quantità inverse l’una dcU'aitra ; perciò se una è mag- 
giore dell' unità , l’altra è minore. Or siccome a-‘ = b^, si vede 
che , secondo il senso assegnato alle quantità negative , aumentare 
r esponente di b significa diminuir quello di a , c viceversa. Perciò 
i teoremi 1 e li si trovano compresi funo nell'altro, allorché si 
suppone che l’esponente possa acquistar valori negativi. 

ar — j ^ — 

Parimente, essendo \/a’=a‘ , se sifa — = s sarà a‘=a‘ , e 

aumentar x euuivale a diminuir z. Quindi il teorema IH diviene una 
conseguenza del I , e il IV del 11, allorché si suppone che l'espo- 
nente possa acquistar valori minori di 1. 

Ciò posto , é facile ora stabilire il seguente teorema generale. 

27o. Teorema V. La quantità esponenziale a' varia nello 
stesso senso di \ o in senso contrario , secondo che la base a è 
maggiore o minore di /. 

In effetti se dopo aver dato ad j: un valore particolare m , si 
fa variare di una quantità piccolissima /i , la variazione che riceve 
la quantità a™ sarà espressa da a"'*’* — «”* ovvero da 

a"*(a‘ — 1). (IO) 

Ora supposto a> 1 , l’espressione (IO) é positiva so /< é positiva; 

ma se h é negativa , si ha a"* (i-0 , la quale é negativa ; cioè 

Pesprcs-sione (10) per a>-l ha lo stesso segno che ha h. 

Si vede facilmente che se a< 1, f espressione (10) é di seguo con- 
trario a b. 

Il che dimostra il teorema. 


276. Teorema VI. In un esponenziale monomio variando fe- 
sponente per gradi piccolissimi tra -f- 00 e — co , anche l" espo- 
netiziale varierà per gradi piccolissimi tra -f- » c 0. 

Avendo fatto variare l'esponeiile di a’“ di una quantità piccolis- 
sima A, trattasi di dimostrare che é sempre }>ossibilc far che «"(a* — 1) 
che esprime la quantità di cui ha variato a'“ , riesca minore di una 
£'l. di Alg. 2t 
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quantità data r ; ossia c sempre possibile soddisfare alla condiziono' 

— !)■<»•. (Il) 

In effetti si ha 




alle quali, quando a>>l, si soddisfa (n° 270) facendo 

r 

"( 0 — 1 ) 


j =- — - , e quindi A = — ^ — • 
A r ’ * o-(o— 1) 


Inoltre se si fa a’=y, si vedo che ne’ limiti si hanno i risul- 
lamcuti seguenti : 

Per o>l I 0 ’ 

^ljr = -t-c», * = 0, X = — ao 

**<^1^= 0 , y — \, y— +«• 


277. Allorché una quantità varia per gradi piccolissimi fra duo 
numeri dati , cioè fra tutti i valori possibili che può ricever fra i 
delti numeri non diviene infinita , si dice che varia in una ma- 
niera continua. Secondo questo modo di esprimersi il teorema pre- 
cedente viene enunciato così: 

IJ csponmx.iale a', in cui a è quantità positiva, varia in una 
maniera continua ira 0 c -+- cc, 

ART. V. 


Somma delle progressioni per quoziente decrescenti. 

278. Rappresentando per s> la somma dì n termini di una pro- 
gressione , si ha (n® 266) 

( 1 ) 


aq‘ — a 

7—1 


Questa formola , col cambiare il segno al numeratore c al denomi- 
natore, diviene s. = ® quindi 

( 2 ) 

1 — q 1 — q ' > 

Sì vede quindi che il valore di s. si compone di due parti , la pri- 
ma costante , la seconda che varia con n. Se J , la parte 
crescerà indcfìailamentc al crescer di n (n® 270) ; ma se y < 1 , 


Digitized by Google 



< 165 ; 


la parte — ^ avrà nn valore numerico tanto pm piccolo quanto più 
‘ 1 — 7 

grande c n (u° 271). In quest’ultimo caso il valore di t» si avvi* 
ci nera tanto più ad quanto più grande è n. Chiamando s il 
valore che riceve a. nel Ornile, cioè quando n = oo , si ha 


a 

1—7 


Sia per es. da sommarsi la progressione 4r 1 : - : 


(3) 

fatto 


nella (3) a= 


>1 , y=j, si ha a: 


; e quindi 


2^111 
8 ^ 8^9 27 


Ij errore che si commette fermandosi al termine è espresso 

da , che è la parte trascurata, cioè da • 

1 — jr ^\ 3 / 

Sia ancora 1’ altra progressione -fr 1 : ^ si avrà 


2=1 




Si abbia in Gne la progressione 

■■ 10 * ' 10 ** ■ 10 ** 


la cui somma esprime una frazione decimale periodica (n° 84) , nella- 
quale 4 è il numero che forma il periodo , e n il numero de’ posti 
occupati dal periodo. Si ha 


a 



Ma il denominatore di questa frazione è un numero composto di 
tanti 9 per quante unità contiene n , ed n contiene tante unità per 
quanti posti occupa il numero i ; dunque il limite di una frazione 
decimale periodica è una frazione ordinaria che ha per numeralo» 
re le cifre del periodo e per denominatore un numero composto di 
tanti 9- per quanti sono i posti occupati dalle cifre del periodo , 
siccome già si sa (Àritm. n^llO) 
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ART. VI. 

De Logaritmi. 

§. 1. Oriytne dt’ logaritmi t laro proprietà generali. 

279. Se a è una quantilà positiva , ed f» , n quantità positive o 
negative , si lia (n° 107) 

t m 

a-.a-==a»*+» , ^ = (a"’)" = a’"« , (a")~=a" . (I) 

Da queste formolo si riconosce che se lutti i numeri clic formano 
gli elementi di un calcolo potessero esprimersi por mezzo delle po- 
tenze successive di un medesimo numero , il calcolo riuscirebbe molto 
più facile , perchè , le operazioni riportandosi agli esponenti , alla 
moltiplicazione verrebl>c a sostituirsi una somma , alla divisione una 
sottrazione , all’ elovanone a potenza una moltiplicazione, e all'e- 
slrazinnc di radici una divisione. La brevità ne’ calcoli numerici 
essendo oggetto di grandissima importanza , sarebbe utile che tutti 
i numeri potessero esprimersi per mezzo delle potenze di un me- 
desimo numero. Per esprimere un numero qualunque 6 per mezzo 
di una certa potenza del numero a , bisognerebbe risolver 1' equa- 
zione 

a^ — b. ( 2 ) 

Nel n" 103 esaminando la natura dell’incognita dell’ equazione (2) 
si è conchiuso , che ad eccezione del caso in cui a 0 o contenes- 
sero gli stessi fattori primi e che gli esponenti degli stessi fattori 
primi fossero in un rapporto costante , in tutti gli altri casi l’ inco- 
gnita a; dev’essere irrazionale. 

Prima d' indicare con quali mezzi potrebbe risolversi 1’ equazioue 
precedente, è da osservarsi, che se nell’espressione a' si fa variare 
X per gradi piccolissimi, anche a’ varierà jier gradi pìccolissimi 
( n“ 276 ). Fallo 

= (3) 

se a>- 1 , per lutti i valori d’j; compresi tra 0 e - 1 - ao corrispon- 
deranno do’ valori por y compresi tra 1 e - 4 - ao , e per tutti i valori 
d’j: tra 0 e — ec corrisponderanno per y de’ valori Ira 1 e 0. Se fosse 
a <; 1 , ai valori d ’ x compresi tra — 00 e ao corrisponderanno 
per y i numeri compresi tra -|- co e 0. Quindi si può couchiudero 
che qualunque valore si dia ad y deve esistere il corrispondente 
valore d’x; il quale quantunque irrazionale, |>olrà sempre ottenersi 
con queir approssimazi onc che si desidera. In elTelti supposto che 
per un dato valore d'y , si cerchi il valore d' a? fino a’ milionesimi, 
facendo variare x per milionesimi , o anche per meno , fra tulli i 
valori che riceve deve incontrarsi quello che corrisponde al dato va- 
lore d’ y. 
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280. Nell’equazione (3) si è convenuto di chiamare x il loga- 
ritmo d’y e di scrivere x— log. y , o semplicemente jr= ]y. Per 
conseguenza il logaritmo di un numero è t esponente della po- 
tenza cui bisognerebbe elevare un numero invariabile per ottenere 
il numero dato. 

Il numero invariabile si chiama base , e tutti i logaritmi relativi 
alla stessa base formano un sistema. 

Quantunque si possano formare infiniti sistemi di logaritmi col 
variar la base , tutti godono di proprietà comuni e indipendenti 
dalla base. Queste proprietà risultano immediatamente dalle rela- 
zioni (1) , e sono le seguenti : 

1° Sieno y , y' due numeri i cui logaritmi sono x e x'\ sarà 
0‘=y, <^—y' (4) 

c moltiplicando per ordino si avrà a*+*'=y«'. Or l'esponente di a 
essendo il logaritmo d’ yy' , si avrà ; e siccome xcaly, 

x' = \y' , sarà inCne 

In generale si avrà 

lyyW"... =i^-t-y-t-iy"-f-iy"-h.... Gì) 

ciot! il logaritmo di un prodotto é uguale alla somma dei Ioga- • 
ritmi de’ fattori. * 

2° Dividendo 1’ una per l' altra le equazioni (4) si avrà 

, e quindi x — x'sssl.^, e in fine 

( 6 ) 

cioè il logaritmo del quoziente è uguale al logaritmo del dividen- 
do meno il logaritmo del divisore. 

3“ Elevando la prima delle equazioni (4) alla potenza si 

ha a^ = y^, e quindi mx=\.y^, e infine 

\.y^ = m\y- (7) 

cioè il logaritmo della potenza di un numero è uguale al loga- 
ritmo del numero moltiplicato per I esponente della potenza. 
Quando m è intero , la formula (7) si può ricavar dalla (a) col 
supporre y=y' z=y" =y‘"=s.,,, e m il numero de’ fattori. 

4® Se nella (7) si scrive — invece di m , si avrà 
n 

l./= l.l>y=ijy. (8) 

cioè il logaritmo della radice di un numero è uguale al logaritmo 
del numero diviso per l' indice del radicale. 
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281 . Per queste proprietà si vede , che so si hanuo delle tavole 
nelle quali ad ogni numero trovasi notato a fianco il corrispon* 
dente logaritmo , col trasportare le operazioni da' numeri a loga- 
ritmi , la moltiplicazione si cambia in addizione , la divisione in 
sottrazione , oc. , secondo già si disse al n“ 279. 

Ma oltre questo vantaggio si ha quello di poter risolvere Tacil- 
mentc alcune equazioni esponenziali , come sarebbe l’ equazione 
(fr=.b. In elTetti prendendo i logaritmi di ciascun membro si ha 
aria = là, e quindi 

li 



Non fiotendosi applicare i logaritmi che alle espressioni compo- 
ste di fattori , sarebbe utilissimo se tutte le espressioni algebriche 
che debbonsi calcolare in numeri si potessero trasformare in altre 
composte di fattori. Ma queste trasformazioni non sono sempre pos- 
sibili. 

Ecco alcuni esempi per mostrare còme si applicano i logaritmi 
alle espressioni algcbricne: 

l(a* — à*)=l(a — à)-f-l(<7-t-à) ; 

l.^ = larhmlà — «le ; 
s 

, 8,, 2, fit li/ f\ 1 1/ z\ 

Iog.-^-^-r==21a-f-ylà-+- ~ìc+-/d-j\{a-i-6)— 

282. Si avverta che l’ espressione a’, perciò che a è (pianlità po- 
sitiva , dà sempre quantità positive ; quindi se si avesse l’ equazione 
<r = — 6 in cui il secondo membro e una quantità negativa , non 
vi si potrebbe soddisfare per ‘nessun valore d’a?. In conseguenza la 
a; non può esser che un simbolo immaginario. Da ciò si conchiude 
che i numeri negativi hanno i logaritmi immaginari , o per dir 
meglio non hanno logaritmi. 

Si tenga presente che quando una lettera non può rappresentare 
nè una quantità positiva nè negativa , dev' essere un simbolo imma- 
ginario. 

283. Oltre le proprietà generali de’ logaritmi già espresse (n” 280), 
le quali piu direttamente nanno relazione col calcolo numerico , i 
logaritmi godono ancora delle altre proprietà seguenti. 

S“ Essendo o" = 1 , i7 logaritmo dell’ unità è zero. 

6“ Essendo a' — a , il logaritmo della base è f unità. 

Dunque se si ha un sistema di logaritmi e si va cercando la base, 
bisogna trovar quel numero cui corrisponde il logaritmo 1. 

7“ Essendo a’=y, so «>1, i numeri maggiori di 1 hanno ì 
logaritmi positivi e quelli minori di 1 hanno i logaritmi negativi. 
L’ inverso avviene quando a 1. 
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8“ Nel limile si ha (n“ 276) 

per«>l, loo = -hQc, 1.0 = — oc; 

pora<;l, Iao = — co, 1.0 =-hqo. 

9* Essendo , ne segue che in due sistemi le 

cui basi son due numeri inversi , i logaritmi di uno stesso nu- 
mero sono eguali e disegno contrario. 

10* Essendo =1.1 =0 , sarà 

m m 


1. — = — I»J ; 
m 

cioè i logaritmi di due numeri inversi sono eguali e di segno 
contrario. 

11* Indicando coi segni I , 1' i logaritmi riferiti a due sistemi 
diversi, e sia m*=n, sarà k\mc^\n, = e (juiudi 

\m l'm 

cioè I logaritmi degli stessi numeri in due sistemi diversi sono 
in un rapporto costante. 

12* Se si fa p^= J/, sarà M un numero coslautc ; c quindi 

1« =.]/!'« ; 

perciò , se si hanno i logaritmi relativi ad una buse , per aver 
guelli relativi ad un ultra base , basta moltiplicare i primi per 
un numero costante. 

Per trovare M , sia a la bnse de’ logaritmi indicati da I , ed e 
quella del sistema indicalo da 1', sarà = c>'"3c=h , cioè 

«•" =c'®. Di questi due numeri prendendo prima i logaritmi nel 
sistema che ha per base a e poi nel sistema che ha |)er base c , 
osservando che nel primo coso si ha la = l, c nel secondo l'e= 1, 
si ottiene 

In =1 'm le , In l'a = I'// ; 

d’ onde 

ln=:le = ; 

la 


e quindi yl/=le = p^ , cioè il numero costante M è uguale al lo- 
garitmo della base antica preso nel nuovo sistema, ovvero a'I' u- 
nità divisa per il logaritmo della nuova base preso nel primo 
sistema. 

13* Qualunque sia la base , si ha sempre 
ot'"=m'". 
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14® Se nell’ equazione o* =y , si danno ad x valori in progres* 
aione per differenza , i valori corrispondenti d ' y saranno in pro- 
gressione per quoziente ; e perciò i logaritmi possono considerarsi 
come numeri in progressione per differenza corrispondenti ad 
altri numeri in progressione per quoziente. 

284. Quest’ ultima proprietà ha servilo per formar le prime ta- 
vole. In effetti basta stabilir due progressioni , una per dillierenza 
che cominci da 0 , 1’ altra per quoziente che cominci da 1 ; i ter- 
mini della progressione per differenza saranno i logaritmi de’ ter- 
mini corrispondenti nella progressione per quoziente. 

Nepero , Barone Scozzese , cui è dovuta l’ invenzione dei loga- 
ritmi , prese per primi due termini della progressione per quoziente 
1 , e 1,0000001 , e per primi termini della progressione per dif- 
ferenza prese 0, e 0,0000001. Determinando poscia tutti i termi- 
ni seguenti delle due progressioni, si trova che ai numero 10 della 
progressione per quoziente corrisponde nella progressione per dif- 
ferenza il 2,3021)851 , c quindi IMO = 2,3021)851. E siccome al 
numero 1 della progressione per differenza corrisponde il termino 
2,7182818 nell'altra progressione, sarà questo numero la base del 
sistema (n* prec. 6°). 

Le due progressioni scelte da Nepero sono della forma seguente. 

1, (1-4-a)*, 0-+-»)*, . . . (!-+-«)• 

0 , a , 2« , Sa n* ; (9) 

e si vede che l’esponente di un termine qualunque della progrcssiouo 
per quoziente non è che il termine corrispondente dell’ altra progressio- 
ne , moltiplicato per — , la quale quantità nella progressione di Nepero 
ò uguale a 1 0000000. 

8c per primi termini della progressione per differenza si prendessero 
o , p , essendo '/3 una quantità qualunque , siccome si può far = jU», 
le due progressioni sarebbero 

1 , (1 -4-»)' , (!-+-»)•, (!-+-«)*, . . . • (1 -+- »)" 

0 , Al» 2A/» SAI» nAh ; (10) 

il che mostra che se si conoscessero i logaritmi delle serie (9) per aver 
quelli della serie (IO) , basterebbe moltiplicare i primi per un numero 
costante AI , che si chiama il modulo del sistema. Si trova il nioriulo 
cercando nella progressione per quoziente il termine che ha per loga- 
ritmo l'unità. Rappresentato per (1-4-*)* questo termine, si avrà iJI»=l, 

e AI= — \ e poiché (I-t-*)* è la nuova base , c 1» è il logaritmo di 

questa nuova base preso nel primo sistema, il valore si accor- 

da con quello contenuto nella formula del n° prcc. , 12.® La serie (IO) 
comprende la (9) , c corrisponde a AI = i \ perciò si dice clic i loga- 
ritmi di Nepero hanno per modulo l’ unità. 
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285. Sebbene il sistema de' logaritmi calcolati da Ncpero sia uti- 
lissimo pel calcolo algebrico , non è tale pel calcolo numerico. 
Ravvicinando i logaritmi al sistema di numerazione , si conobbe 
che per avere il sistema più vantaggioso bisognava prender j>er base IO. 

Per calcolare i logaritmi per la base IO , bastava trovare il mo- 
dulo e moltiplicare quelli calcolati da Nepero pel detto modulo. Ma 
Briggs e Ulocq che si occuparono dopo Nepero di questo lavoro , 
li calcolarono da nuovo , e valendosi della stessa proprietà delle 
progressioni seguirono un cammino opposto. Imperocché , stabiliti 
due termini lontani delle due progressioni , ottennero quelli inter- 
medi inserendo fra essi un sufficiente numero di medi proporzionali. 

Per dare un esempio di questo metodo , suppongasi che si voglia il 
logaritmo di 2. Siccome 2 è compreso tra 1 e IO , i cui logaritmi sono 
0 e 1 , si trovi il medio proporzionale fra 1 o IO che è 3,1G2277CG, 

0 il medio ira 0 e 1 che 0,S000000 : si ha quindi 0,S000000 

= 1.3,16227766. Siccome 3,16227766 è maggiore di 2 , fra questo' 
numero e 1 si trovi un’altro medio proporzionale' che è 1,77827941 , 
e il medio fra 0, e 0,5000000, e si avrà 0,2500000=log. 1,77827941. 
Siccome questo numero è minore di 2, fra esso e il precedente cioè fra 
3,16227766 e 1,77827941 si trovi un altro medio proporzionale , c il 
medio aritmetico fra 0,5000000 c 0,2500000. Continuando quest' ope- 
razione lino a che si trovi fra i successivi medi proporzionali della prima 
progressione un numero che non dilferisca da 2 che nell’ ottava cifra de- 
cimale , il medio ^orrispondente nell* altra progressione sarà il loga- 
ritmo di 2. 

Le serie hanno offerto in seguito altri metodi per calcolare spedita- 
mente i logaritmi con molte cifre decimali. Bisogna però non dimenti- 
care che basta ottenere i logaritmi de' numeri primi , perchè quelli dei 
numeri composti si ottengono sommando quelli de’ fattori (n° 280). 

286. Due soli sistemi di logaritmi sono in uso : quelli calcolali da 
Nepero , che per onorar l’ inventore diconsi comunemente neperia- 
ni y c che hanno per base 2,7182818 (*) ; e quelli aventi per base 10, 

‘ chiamati coOTttwi, ordiwatrt'eancbe^r/^yiafji. Fatto c=2, 7182818 , 
0=3 10, e distinti con la iniziale 1' i logaritmi neperiani e con la I 

1 logaritmi ordinari, si ha J!f=le= ma l'fl=2,302ìi8’ól, perciò 

M =0,4342945. Questo numero è il modulo del sistema or- 
dinario. I logaritmi neperiani moltiplicati per questo numero si con- 
vertono in ordinari ; viceversa , gli ordinari , divisi per questo nu- 
mero ovvero moltiplicati per 2,3025851 , si convertono in neperiani. 


(*) yucsti logaritmi si chiamano anche iperbolici per una -relazione con In curv.i 
i-iiiaroala iperbole , e naturali, quasiché il sistema più naturale fosse «picllo che ha 
per modulo l’anitit. Ma questi nomi sono quasi in disuso come poco appropriiiti 

El. di AUj. 22 
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11 . Proprietà de* logarUmi t>rdtnari , e uto delle tavole. 


287. I logaritmi ordiaari, essendo quelli che hanno per base IO, 
si deducono dalla equazione 10'=y. Or se in questa equazione si 
prendono per x i numeri naturali, si hanno le serie seguenti : 

Numeri 1 , 10 , 100, 1000, 10000, ec. 

Logaritmi 0,1, 2 , 3 , A , ec. 

d' onde si vede , che tutt’ i logaritmi sono composti di una parte 
intera che si chiama caraiterùlica , e di una parte decimale che 
si chiama mantissa. 

t logaritmi ordinari , oltre le proprietà generali , e comuni a tutti 
i sistemi godono di due altre proprietà, sulle quali sta riposta la 
loro preferenza agli altri sistemi nel calcolo numerico. 

< La prima è che i logaritmi di tutti i numeri la etti prima cifra 
a smislra è rferita ad unità dello stesso ordine , hanno la stessa 
caratteristica e cariano nella mantissa. In efletti dalla serie (11) 
si riconosce che tutti i numeri compresi tra 1 e 10 hnnno i loga- 
ritmi compresi tra 0 e 1 ; tutti i numeri compresi tra 10 e 100 han- 
no ì logaritmi compresi tra 1 e 2 , ec.; ossia che tutti i numeri la 
cui prima cifra è unità hanno per caratteristica 0 , tutli quelli la 
cui prima cifra è diecine hanno per caratterìsticf .1 , tutti quelli la 
cui prima cifra a sinistra è centinaia hanno per caratteristica 2, ec. 

La seconda è che i logaritmi de numeri decupli t uno deli altro 
hanno la stessa mantissa e variano nella caratteristica. 

In efletti sia 1.992 = 2,9963117, sarà 
1.9920 = 1.992 1.10 (n'280) = 2,9963117 -t- 1 = 3,9963117. 
Similmente dividendo per 10 il numero 992 , si ha 

1.99,2 = 1.992—1.10 = 2,9963117— 1 = 1,M65117. 

Gmi pure si ha 1.9,92 = 0,9963117. E si vede che il moltiplicare 
o dividere un numero per 10 corrisponde ad aggiungere o togliere , 
un’unità alla caratteristica; il che non altera la mantissa. 

Questa seconda proprietà , mentre è una conseguenza della prima, 

F erdiè , (Quando un numero si rende decuplo di im altro , varia 
ordine di unità della prima cifra a sinistra c quindi deve variare 
la caratteristica , mostra di più che la mantissa dipende dal valore 
assoluto delle cifre del numero dato senza nessuna relazione all'or- 
dine di unità cui si riferiscono. 

288. Dividendo per 10 il num. 9,92 si ha 1.0,992=0,9963117 — 1. 
In vece di eseguir la sottrazione che darebbe un resto negativo , si 
è stimato meglio di scriver la carutlerislica negativa, mettendo il 
segno — al di sopra, cioè scrivendo log. 0,992=1,9963117. Al- 
lorché si fa r addizione , si sommano tutte le cifre che non hanno 
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alcun segno al di sopra, e si sottraggono quelle alTette dal segno meno. 
Secondo questa maniera di scrivere si na 

logO, 0992 = 2,9963117, log 0,00992 = 3,9965117 , ec. ; 

c quindi la caratteristica si fìssa guardando la prima cifra a sini- 
stra del numero dato , c avrà tante unità quanti zeri si richieggono 

t ier dar la denominazione all’ unità cui la suddetta cifra si riferisce, 
noltre la caratteristica sarà positiva o negativa secondo che la detta 
prima cifra si trova dal lato degl'interi , o de’ decimali. Si può an- 
che fissar la caratteristica contando il numero delle cifre dall' unità 
sino alla prima cifra significativa , e cominciando a contar da zero, 
cioè dicendo: zero, uno, due, tre, ec. Cosi peres. il log. di 36743,29 
ha per caratteristica 4 ; il Ic^ di 0,0000074328 ha per caratteri- 
stica 6. 


289. Nel sistema de’ logaritmi ordinari , siccome la base è lO , 
sono positivi tutti i logaritmi de’ numeri maggiori di 1 , e negativi 
quelli minori di 1 (n''283). Inoltre rappresentando per a e 4 due 

numeri maggiori di 1 , si ha log^ = loga— logd. Quindi un loga- 
ritmo può esser negativo , o perchè appartiene ad un numero mi- 
nore di 1 , o perche si riferisce ad un fattore maggiore di 1 che 

oòc 

trovasi nel denominatore. Laonde se si ha una frazione log 

° tnnp 

.da calcolarsi coi logaritmi , si avrà 

log = log a log b log e — log m — log n — log jb. 

Or se a,6,e,m,n,p sono numeri maggiori di 1 , i segni sono quali 
appariscono ; ma se tutte o alcune di quelle lettere rappresentano 
numeri minori di 1 , saranno negativi i logaritmi de' fattori che 
sono nei numeratore, e positivi quelli che sono nel denominatore. 

Essendo log — = — log ni (n”283, 10®), il numero corrispondente 

ad un logaritmo negativo sarà l’inverso di quello che corrisponde 
allo stesso logaritmo col segno contrario. 

Per evitar T uso de’ logaritmi negativi e ridurre tutto il calcolo 
logaritmico a somma , si è convenuto , come in quelli delle fra- 
zioni decimali , di aumentarli di IO unità. Però vi è questa diffe- 
renza , che ne’ logaritmi delle frazioni decimali , ove la sola carat- 
teristica è negativa , l’ aggiunta di 10 unità modifica la sola ca- 
ratteristica, mentre la stes^ aggiunta ad un logaritmo negativo mo- 
difica anche la mantissa. In effetti essendo log 3 =0,4771212 , 

sarà logi = — 0,4771212, e aggiungendo 10 si ha 
log i = 10 — 0,4771212 = 9,5228788. 
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Quest' ultimo risultumenlo essendo la differenza del numero dato 
da 10 , si cliiama , come si sa , il complemento aritmetico ; per- 
ciò invece del logaritmo negati\o si aaopera il suo complemento 
aritmetico ; e si avrà 

log i = c.log 3 = 9,3228788. 

Si hanno cos'i i logaritmi delle frazioni con 10 unità di più. Nelle 
frazioni decimali si prende il complemento della sola caratteristica. 
Ma tanto questi quanto (|uelli delle frazioni ordinarie si debbono 
riguardare come logaritmi che superano i veri di 10 unità. 

Poiché con I' uso de' complementi , il calcolo logaritmico si ridu- 
ce alla sola addizione , bisogna ricordarsi di toglier dalla somma 
tante diecine quanti sono i complementi adoperati. Però intorno 
a questo deve rillettersi che se « è un numero minore di 1 , o 
per dir meglio è una frazione decimale , e sia c la caratteristica 
e m la mantissa , sarà 

log rt = 10 — c-\-m c c.log fl = 10 — ( 10 — c-i~m) = c — m. 

In questo c.Tso log a contiene una diecina di più , e c.log a è lo- 
garitmo vero. Perciò nel fare il conto sul numero delle diecine da 
togliersi, bisogna considerare come complementi i logaritmi de’ nu- 
meri minori di 1 che sono nel numeratore , e come logaritmi veri 
i complementi de’ fattori minori di 1 che sono nel denominatore. 

Il calcolo cos'i regolato riesce semplicissimo : sì perche il comple- 
mento di un numero dopo breve esercizio si scrive con la stessa 
facilità con cui si scriverebbe il numero stesso ; sì perchè il toglier 
le diecine dalla somma delle caratteristiche è un’operazione che si ese- 
gue a mente nel momento stesso che va a scriversi la caratteristica. 

290. E da osservarsi che per rendere positivo un logaritmo ne- 
gativo , non sareblK! quasi mai necessario di aggiunger 10. Per es. 

log- = — 0,4771212 si rende positivo con l’aggiungere 1. Ma 

cosi operando si andrebbe incontro a diversi inconvenienti. 1° Si 
dovrebbe tenere un conto a parte del numero delle unità aggiunte 
alle caratteristiche per toglierle poi dalla somma ; il che darebbe 
luogo ad un’ addizione e sottrazione , ambedue superflue. 2“ L’ er- 
rore di un’ unità in più o iu meno nella caratteristica portando nel 
numero lo spostamento della virgola di un posto o verso la destra, 
o verso la sinistra, non potrebbe essere conosciuto; mentre l’errore 
di una diecina in piii o in meno rendendo il risultamento 10000000000 
di volte più grande o più pìccolo, è impossibile che non sìa avvertito. 

Perciò coll’ aggiunger sempre 10 , si ottiene uniformità di me- 
todo , semplicità di calcolo , sicurezza di risultamento. 

291. Per calcolare coi logaritmi le potenze delle frazioni, lare- 
gola generale prescrive di moltiplicare il logaritmo del numero 
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|)cr r esponente della potenza (n” 280 , 3°). Or quando si adopc* 
rano i complementi , venendosi a moltiplicare anche la diecina ag- 
giunta , se ro è r esponente , il prodotto conterrà m diecine. E 
siccome la diecina si aggiunge per evitar l'uso delle quantità negative, 
cos'i dal prodotto , quando può farsi , si toglieranno tn — 1 diecine, 
e quello che resta sarà il logaritmo della potenza con una sola diccinn 
di più. Per es. log (0,0992 )*=2 x8, 9965117 == 7,9930234. La 
diecina si sopprime o per dir meglio non si scrive. Se però si ha 
log (0,000992 )’ = 5 x 6,9965117 = 34,9825585, nel risullamcn- 
to vi sono 5 diecine ; e siccome se ne potrchhero toglier solamente 
3 , forse conviene lasciarle tutte per non cadere in equivoco. 

Per una ragione contraria , quando il complemento del logaritmo 
sì deve divider per m , perciò che dal numero corrispondente si 
deve estrarre la radice , per avere il quoziente con una sola die- 
cina , è d’ uopo , prima ai far la divisione , nel logaritmo dato ag- 
giungere 0 toglier tante diecine quante ne sono necessarie per avere 
m diecine. Per es. se il logaritmo 34,9825585 che contiene 5 die- 
cine si deve divider per 7 , è mestieri aggiunger prima altre 2 die- 
cine e far 54,9825585 e poi divider per 7. E se il logaritmo stes- 
so 34,9825585 si deve divider per 2 bisogna lasciar due diecine, 
c quindi toglierne 3 ; e divider per 2 il logaritmo 4,9825585. Il 

(luoziente 2,4912792 darà il logaritmo di ( 0,000992 )* con una 
diecina di più. 


292. Allorché si ha un logaritmo che contiene una o più die- 
cine , per trovare il numero corrispondente si possono seguir due 
metodi. Si può riguardare come complemento la caratteristica o l’in- 
tero logaritmo , cioè si può supporre che la diecina aggiunta ab- 
bia alterata la sola caratteristica , o anche la mantissa. Quindi to- 
gliendo nuovamente la diecina aggiunta, si avrà un logaritmo o 
colla sola caratteristica negativa , o tutto negativo. Nel primo caso 
il numero corrispondente sarà espresso in frazione decimale ; nel 
secondo sarà espresso per mezzo di una frazione ordinaria che ha 
per numeratore l' unità e per denominatore SI numero corrispon- 
dente al logaritmo negativo , fatta astrazione dai segno. Avendosi 

S er es. il logaritmo 9,6020600 che contiene 10 di più , toglien- 
one 10 , si avrà 1,6020600 o pure — 0,3879400. La mantissa 
del primo numero corrisponde a 4, quella del secondo a 25 ; quin- 
di il numero corrispondente al primo logaritmo sarà 0,4 ; e quello 

che corrisponde al secondo sarà 

^ 2}5 a5 5 


293. Se in una formola da calcolarsi entrassero fattori negativi, 

( lOtrebbe credersi che, siccome i numeri negativi non hanno logaritmi 
n° 282), non si possa far uso de’ logaritmi. Ma è da osservarsi che 
siccome i sogni de' fattori non servono che a determinare il segno 
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dei prodotto , questo sc^o sarà conosciuto indipendentemente dal 
calcolo. Perciò si Irorera per mezzo de' logaritmi il valor numerico 
del prodotto col considerare tutti i fattori come positivi , e poi si 
darà al prodotto il segno + o — , secondo che il numero dei fat> 
tori negativi è pari o impari ( n° 29 ). 

204. Sull' uso delle tavole è necessario osservar quanto segue ; 

1° Siccome la caratteristica si (issa dall'ordine di unità cui 
si riferisce nel numero dato la prima cifra a sinistra, è inutile nelle 
tavole metter la caratteristica. Di fatti le tavole di buona costru- 
zione non portano che la sola mantissa , e nel calcolare conviene 
abituarsi a scriver la caratteristica prima di aprir le tavole , alEn- 
che facendo uso delle piccole tavole , ove per un malinteso sistema 
si trova conservata la caratteristica , non s’ incorra nell’ inconve- 
niente di trascrivere anche la caratteristica delle tavole che di rado 
è quella che bisogna. 

2" E poiché le buone tavole debbono contener le sole man- 
tisse de' logaritmi , nelle tavole che arrivano a 10000 sono inutili 
i logaritmi de' numeri da 1 a 1000 , e in quelle che arrivano (ino 
a 108000 sono inutili tutti i logaritmi de' numeri da 1 a 10800. In 
e(Tetti la mantissa del logaritmo di 7000 è la stessa che quella di 
7 , di 70 , c di 700 ; la mantissa di 5400 è la stessa che quella 
di 540 e di 54 ; cioè nelle piccole tavole non vi c numero infe- 
riore a 1000 , di cui non possa trovarsi il logaritmo cercandolo 
fra quelli maggiori di 1000. E siccome tra 752 e 753 vi sono i 
nove altri numeri 752,1 , 753,2, 751,3... 752,9, i quali hanno 
la stessa mantissa de’ numeri 7521 , 7522 , 7523 , ec. , e fra i 
numeri 752 e 752,1 vi son pure altri nove numeri , cioè 752,01, 

752,02 752,09 ; e cosi di seguito ; si vede che i logaritmi 

sono tanto più vicini quanto più alti sono i numeri , ossia quanto 
maggiore è il numero delle cifre da cui sono espressi. 

■ 295. Da ciò si deduce quanto segue: 

1* Quando è dato un logaritmo e si vuole il numero corri- 
spondente , bisogna sempre cercare il logaritmo fra quelli relativi 
alle unità dell' ordine più elevalo , sì perchè è più facile fra que- 
sti trovarne uno eguale esattamente al numero dato ; sì perche il 
numero corrispondente , essendo espresso da un ma^ior numero 
di cifre , è già approssimato. 

2° Poiché la diiferenza fra i logaritmi di due numeri conse- 
cutivi è tanto più piccola quanto più alti sono i numeri , o per dir 
meglio quanto maggiore è il numero delle cifre con cui sono espres- 
si , ne segue che i logaritmi , aifincliè quelli appartenenti a molti 
numeri consecutivi non si confondano , debbono essere espressi con 
un numero di cifre decimali tanto più grande , quanto più alti sono 
i numeri. 
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3° Sieno » ed n-ìrà due numeri , il loro rapporto sarà 


«-+-</ 


ovvero 1 + - • Questo rapporto tanto meno differirà dall' unità 

quanto più grande è n e piu piccolo è d. Or se si chiamano 6, 6-+^ 
i logaritmi rispettivi de’ numeri n, ti-i-d, la differenza i sarà tanto più 
piccola quanto più grande è n. Considerando quindi i due rapporti 


il primo de’ numeri , il secondo de’ logaritmi corrispondenti , si vede 
che facendo crescere » , i due rapporti si avvicinano all’ unità , il 
primo perchè cresce n , il secondo perchè diminuisce t ; e perciò 
tendono a divenire eguali. Se dunque n, n + cf, n + </* , ec. sono 
più numeri molto alti e molto vicini , i cui logaritmi sono + 
d-t-J' , ec. si avrà prossimamente 

n : n-i- d :: 6 : 6-i-i , e dividendo n:d::b:3. 


Similmente si trova 


n : d : , e quindi d:^‘.:3:i‘. 

Da ciò si conchiude che quando i numeri sono molto alti , i loga- 
ritmi in un piccolo intervallo crescono o diminuiscono in propor- 
zione de' numeri. 


296. Ciò posto , sieno n ed n + 1 due numeri consecutivi con- 
tenuti nelle tavole, e sia n + </ un numero compreso fra questi. 
Sia d = log n,d-j-J = log(n-Hl), e d-t- = log ( n -t- rf). 
Secondo quello che si è detto , sarà 

l-.d::i-.i' 1:1 — rf:: — (T'; 

e se si fa 3 — t'=a3" , risolta 

(I) f=id3, ^« = (1 — rf)<r. (2) 

Si avrà dunque 

(3) log(n-Hf)=logn-H^' , o pure log(»Hr<0=^®8(”^*)~^'- W 
Si ha pure 

c.log(»-H!Ì) = 10— (logn-Hf') = (10 — In)—#' = c.logn— (S) 

C.log(»*-H/)=®10 — (logn-M— <l")=3lO_l(»-^l)-Hl"=»c.l(fl-+-l)-4-<r".(6) 

Volendo ridurre a somma il calcolo de’ logaritmi , si dee far uso 
della formola (3) ^ando si tratta dì logaritmi , e della formola (6) 
quando si tratta di complementi. 

Se poi è dato il logaritmo e si va trovando il numero corrispon- 
dente, la formola (1) somministra 
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clic c la fraziono decimale ila aggiungersi al numero prossimamente 
minore per ottenere il numero dato. 

Ciò posto , nelle tavolo si trova una colonna che contiene i nu- 
meri consecutivi , un altra colonna dove sono registrati i logaritmi 
corrispondenti o meglio le loro mantisse , e una terza colonna dove 
si trovano le differenze. Siccome una stessa differenza è comune a 
molti logaritmi consecutivi , è regolare scriverla una sola volta ; c 
così trovasi praticato nelle tavole grandi. Questa differenza è il ^ 
che entra nelle formule precedenti , e chiamasi ordinariamente la 
differenza delle tavole. 

297. Le operazioni che debbonsi eseguire allorché si fa uso di 
logaritmi si riducono alle seguenti. Si suppone che si faccia uso 
delle piccole tavole. 

1. Dato un numero che non ti trova nelle tavole, cioè espres- 
so da un numero di cifre maggiore di guelle con le quali è e- 
spresso C ultimo numero delle tavole , trovarne il logaritmo. 

Dal numero dato si stacchino con una virgola le prime quattro 
cifre a sinistra. ( Colle tavole grandi se ne staccherebbero cinque ). 
Le cifre rimaste a destra si considerano come decimali ; si scrive 
il logaritmo del numero rimasto a sinistra della virgola, e a que- 
sto per la (3) si aggiunge il prodotto dS. 

Esempio. Si cerchi il logaritmo di 0,337482. 

Si considera il numero dato come se fosse 3374,82; ma siccome la 
virgola influisce sulla sola caratteristica , questa si scriverà prima di 
aprir le tavole. Sarà cf=0,82. 11 calcolo si dispone nel modo seguente. 

Numero dato 0,337482 

log 0,3374 = 9,3331343 

diff. delle tav. 1213 

parte decimale del num. 0,82 

prod 996 

log 0,337482 = 9,3332341 

Due cose debbono essere qui notate , da valere anche nelle ope- 
razioni che seguono. 1° La differenza 1213 rappresenta unità dello 
stesso ordine dell' ultima cifra decimale del logaritmo ; quindi il 
prodotto che dev* esser della stessa natura del moltiplicando si deve 
sommare con le ultime cifre della mantissa. Questa osservazione 
rende inutile di considerar la differenza come espressa da 0,0001213, 
|)erchè gli zeri posti innanzi riescono a pura perdita di tempo. 2“ 11 
prodotto di 1213 per 0,82 , allorché 1213 si considera come in- 
tero , è 996,30 ; si rifiutano le due cifre decimali , perchè non vi 
sono cifre con le quali sommarle. Se però si trattasse di elevazio- 
ne a potenza, si ritengono quando si moltiplica per l’ esponente 
della potenza , c |M>i si trascurano quelle del prodotto finale. 
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il. Dato tm numero che non ri trova nelle tavole , trovare 
il complemento aritmetico del logaritmo corrispotulente. 

Si staccano con una virgola le prime quattro cifre a sinistra , 
e delle dette quattro cifre si aumenta di un’ unità 1' ultima verso la 
virgola. Di questo numero cosi accresciuto si prende il complemento 
del logaritmo avvertendo di metter prima la conveniente caratteri- 
stica ; e per la formola (6) a questo complemento si aggiunge il 

S rodotto della differenza dello tavole per il complemento aritmetico 
elle cifre rimaste a destra , considerate come decimali. 

Etempio. Si cerchi il complemento del logaritmo di S, 37426. 

Numero dato 3,37426 

c. log 3,373 =9,2696213 

diff. delle tav. 808 
com. arìt. di 0,26. . . 0,74 

prod 398 

c. log 3,37426 = 9,2696813 

IH. Dato tm logaritmo che non ti trova neUe tavole , trovare, 
il numero eorrit^^ondente etpresso da 6 cifre. 

Fra i logaritmi appartenenti ai numeri dell’ordine più elevato cui 
si estendono le tavole si cerca quello immediatamente minore del 
logaritmo dato , e si nota il inumerò corrispondente ; si prende la 
differenza fra il logaritmo dato e quello trovato nelle tavole , e que- 
sta diiferenza si divide per la differenza delle tavole. Il quoziente, 
limitato a due sole cifre decimali , per la form. (7) si riunisce al 
numero dato, il che corrisponde a scriver le cifre del quoziente a 
destra del numero intero già notato ; poscia si trasporterà la vir- 
gola nel luogo indicato dalla caratteristica. 

Etempio. Si cerchi il numero corrispondente al logaritmo 
2,7735426. 

' log. dato = 7735426 

log. pros. min. = 7734939 

diff. 48f 

diff. delle tav 731 

quoz 

2,7733426 

298. Tenendo presenti le esposte regole si può eseguir per mezzo 
de’ logaritmi qualunque calcolo numerico , ove entrino moltiplicazio- 
ni , divisioni , elevazioni a potenza e estrazioni di radici. Ma sic- 
come l’esattezza del risultamento e la brevità del calcolo dipendono 
in gran parte dall' ordine messo nelle operazioni e anche dal modo 
di disporre i numeri sulla carta , si aggiunge un altro esempio, si 
por l' applicatone dell* esposta teorica , si per offrire un modello del 
modo come può disporsi il calcolo. 

El. ili j4lg.' 23 
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=: log. 3930 

. . 0,66 
= log. 393,666 
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Si debba calcolare |)or mezzo de’ logaritmi I’ espressione 

5 

^ _ ^(0,00S58473)»X(0,972584)« 


2X(0,745S29)X (5,43806)4' 
Tipo del Caloolo. 


log.0,003384 

= 7,6543680 

2log.0,003384 

= 5,1087360 

3J' =3x0,73x1212 

= 2654 

log.0,9725 

= 9,9878896 

log.0,972o 

= 9,9878896 

2J' =2x0,84x447 

= 751 

c. log. 2 

= 9,6989700 

c.log.O,745>4 

= 0,1276106 

J" =0,71x383 

= 414 

c.log.3,439 

= 9,2644809 

3c.log.5,439 

= 7,7934427 

4^"=4x0,64x799 

= 2045 

3log.x 

=39,5239738 

log.x.... 

= 7,9047947 

log.pros. min 

= 7,9047696 

(liir 



diff. delle tavole 

quoziente 


( La somma delle caratterislichr 
è 89; ma siccome contiene 7 diect- 
ne , se ne tolgono due e poi si fa la 
divisione per 8} 


= log. 0,008031 


341 


0,46 


log.o; = 7,9047947 = log. 0,00803146 

e quindi x = 0,00803146. 


299. Il calcolo riesce assai più spedito colle grandi tavole ; impe- 
rocché oltre all’ aversi immediatamente i logaritmi de’ numeri espressi 
da 5 cifre si risparmia di faro i prodotti di. Ciò si ottiene mercè di 
alcune tavolette annesse a ciascuna differenza , e composte di due linee 
verticali , una che contiene i numeri da 1 a 9, e l’altra i prodotti della 
differenza per 0,1 , 0,2 , . . . . 0,9. Se da questi prodotti si stacca l’ul- 
tima cifra , si hanno i prodotti per 0,01 , 0,02 , • ■ . 0,09. 

Le tavole de’ numeri sono a doppia entrata ; le prime 4 cifre del nu- 
mero si trovano nella prima colonna corrispondente alla lettera IV , e 
r ultima nella prima linea orizzontale. Le prime tre cifre do’ logaritmi, 
essendo comuni a molti logaritmi, sono scritte una sola volta. Per es. 
si voglia il logaritmo di 37,54668. Nella colonna corrispondente a IV 
si cercherà 3754 e il 6 nella prima linea orizzontale ; le prime tre cifre 
del logaritmo sono quelle segnate una sola volta nella prima colonna 
sotto il 0 e sono 574, le altre quattro si trovano nell’incontro o inter* 
sezione della linea orizzontale 3754 colla verticale 6 , e sono lOOl i 
sicché si ha log.37,546 = 1,5741001. Il prodotto della differenza 118 
per 0,68 è 70 -f- 9, siccome ricavasi dalla tavoletta. Aggiunto 79 all4 
mantissa precedente si ha 1,5741007 = log. 37,54668. * 
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A II T. VI. 

• Problemi' (f inUreste composto. 

300. Allorcliè una somma di danaro è data in prestilo, il debitore 
è obbligato a pagare ogni anno l’interesse convenuto. Se l’interesse per 
molti anni consecutivi non vico pagato', queste somme si risguardano 
come un novello prestito , sulle quali ci gravita anche l’ interesse. I prò* 
blemi ne’ quali si tien conto dell’ interesso non pagato si dicono d’ tnle- 
resse composto. 

301. Sia a una somma data in prestito , ed r l’interesse che produce 
la somma I , sarà ar l’ interesse che produce la somma a. Quindi il 
capitale a dopo un anno diverrà a+or; e chiamando a, questa som- 
ma , si avrà 

a,= a(l +r). 

Se la somma a, continua a restare in mano del debitore , dopo un al- 
tro anno sarà divenuta a,(l-fr) , ovvero a(l-l-r’)*. Chiamando a, ciò 
che diviene la somma a dopo due anni , sarà 

a,=o(l-t-r)*. 

Parimente chiamando a, ciò che diviene la somma a dopo tre anni , sarà 

a,=a(I~l-r)’. 

In generale chiamando a. ciò che diviene la somma a dopo n anni, si 
avrà 

a,=so(l-l- r)" (I) 

Viceversa , la somma a. che non può ritirarsi se non dopo u anni « 

avrà un valore attuale espresso da 

am 

Per conseguenza si cambia il valor d’ una somma , cambiando l’epoca 
in cui se ne può disporre. Il valore di una somma si trasporta ad un 
epoca più lontana o più vicina di n anni , moltiplicandola o dividen- 
dola per ( 1 - 4 -r)». 

Nell’ eguaglianza (I) date tre delle quattro quantità a, a,,r, n, si può 
trovar la quarta. 

Per es. una somma a dopo 15 anni si è triplicala; a quanto riviene 
l’interesse? Sarà «=15, a,s=Sa, e S = (l-t-r)'^, d’onde 

log. (l-t-r)= log. 3=0, 0318081 , e quindi 

1-H=1, 07590896 , ed r=0,076 circa. 

302. I. PaoBUMa. Sia a tai canone papabile alla Jine di ogni atmo. 

Se questa somma rimane senza esser pagata per n anni , quanto do- 
vrà il debitore per conto delle somme arretrate e degP interessi, com- 
presovi anche la somma che scade dopo n anni? 

Per risolvere questo problema è necessario riportare alla stessa epoca 
le somme che dovrebbero pagarsi ogni anno. Ora la somma a che Jo- 
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vrebbc esser pagata alla fine dal primo anno restando in mano del de- 
bitore per n— 1 anni, alla fine dell’ n.'^ anno sarà divenuta a(l-i-r)*''. 
La somma a che dovea esser pagala alla fine del secondo anno diverrà 
per la stessa ragione a(l+r)*'*, e così per le altre. Chiamando > Fam- 
montarc di tutte queste somme, sarà 


a=« -t- .... o(l-4-r)— -Ho(I-f-r)-'. 

I termini del secondo membro formando una progressione per quoziente, 
sarà (n°266) 


s 


g[(l + r)»-1] 
r 


( 2 ) 


II. PaoBLEHA. Viceversa , sia p una somma data in prestito che 
dev’ essere rimborsata per mezzo di n pagamenti eguali ad &, ejffet- 
tuati alla fine di ogni anno. Si cerca p. 

Li n pagamenti eguali ad a effettuati alla fino di oni anno formano 
una somma espressa dalla (2). Di questa somma esigibile dopo n anni 
se ne trova il valore dividendola per (l-)-r)*. Sarà perciò 


a(l-|-r)r — <1 

P r{ì+rY • 


(5) 


303 . IVclIc due equazioni (2) e (3) date tre delle cinque quantità che 
vi si contengono , si possono trovar le altre due. 

Date s , r , n si ha 


a 


rs 


w 


che serve per convertire una somma s, pagabile dopo n anni , in un 
canone da durare n anni. 

Date p , r , n , ti ottiene 


a 


-{l+ry-l* 


(5) 


che serve a convertire in canone annuo da durare n anni una somma 
attuale p. (*) 

Esempio, Si è costruita una macchina la quale ha richiesto per prima 
spesa due. 1200, e dev’essere rinnovata ogni 10 anni. Si domanda 
il costo cffcltivo della macchina, supposto che l'interesse sia al S per 100. 

La somma di due. 1200 per mezzo della formola (5) si converte in 
canone annuo da durare IO anni. Fatto />=1200, re=0,0S si ha 
log. l,0a‘°=s lo log. 1,05 =0,2118930, e 1,05><> = 1,628895. So- 
stituiti questi valori nella (5) si ottiene 


60x1,628895 
0,628895 “ 


155,40. 


Si ha cosi il canone perpetuo cui dà luogo lo stabilimento della mac- 
china. A questo corrisponde il capitalo di due. 3108 : e questo è il 
costo effettivo della macchina. 


(') Per maggiori sviluppi si vegga il Trattato di Algebra n' 347, 
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CAPO VI. 

FEUlZlOin COimmiE-ARAUSI mOETE&MinATA 
DEL PRIMO GRADO. 

"-»TiBg»3crpw«i I 

A R T. I. 

Frazioni continue. 

304 . Sia X una quantità razionale o irrazionale che voglia va- 
lutarsi per approssimazione. Si chiami a il massimo intero conte- 
nuto in X ; si potrà fare x = <irl — Siccome x è compreso fra a 

se 

ed a + 1 , sarà minore dell’ unità , e perciò x' ^ 1. Si chiami b 
se 

il massimo intero contenuto in x' ; si potrà fare x' ae 6 , 

rd x" sarà maggiore di 1 . Parimente chiamando c il massimo in- 
tero contenuto in x" , si larà x"= c -l- ^777. E cosi proseguendo 
con la stessa notazione , si darà luogo alle seguenti relazioni : 

x=a-Hp, x'= 3 -t-p, x"=crt^,, x"'=rf-h^, ec. (1) 

da cui si ricava facilmente 

x=oH — j- (2) 



rf-l-ec. 

Quindi un’ espressione di questa forma , che siccome si sa ( n* 86 ^ 
chiamasi frazione continua , si presenta naturalmente allorché n 
vuol valutare per approssimazione una quantità qualdtaque ; e il va- 
lore che somministra per x la frazione continua è tanto più ap- 
prossimalo quanto più innanzi è spinta l’operazione. 

Quando la quantità x è una frazione razionale, fra le quanti- 
tà x' , x" , x"' , ec. se ne deve incontrare necessariamente una 
eguale a un intero , e la frazione ultima finirà a qunto termine. 

In eOietti , supponendo c = x", sarà -777= 0 , il che porla 00. 

se 

Ma se trattasi di quantità irrazionale , la frazione continua si pro- 
lungherà all' infinito. 
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Sìa per 

2985 e- r « 
Si Tara 

597 



2935 

1- * 

1 

_250 

X =3 

587 ~ 

I 

? 

“537 ’ 


537 _ 

„ 1 

1 


x' ~ 

250 ~ 

24- p,, 


-, 

“25Ó’ 

x" = 

250 __ 
37 

64-^, 

1 

28 

87 ’ 

ec. 






Si vede chiaramente che trallandosi di dividere il numero più 
grande per il più piccolo , imi il divisore per il resto , il primo 
resto per il secondo , ec. , i operazione coincide con quella che si 
fa per trovare il massimo comun divisore, siccome già è noto ( n* 89). 

Per secondo esempio si voglia convertire in frazione continua 
Poiché è compreso fra 4 e S , si farà 


= 1/19=34-+--^ da cui 

X* 

x' — * 

1/19-1-4 

l/l9_4~ 

3 

j/Ì9-t-4 1 

3 

«/ 8 

l/Ì9-f-2 

“ 1 / 19 — 2 “ 

5 

1/19-4-2 1 


k'l9H-3 

~ 5 ~^x‘" 

™1/Ì9 — 3 “ 

‘ 2 


Proseguendo nel modo stesso si trovano gli altri quozienti ,8,1, 

2, 8; e dopo questo punto ricomparendo l’espressione 

= x ' , ritornano gli stessi quozienti 2, 1,3, 1,2, 8, e così 
all’ infinito. Le frazioni continue composte di termini che si ripro- 
ducono all’ infinito sono dette periodiche (*). 

Sia per ultimo eseu^io da valutarsi il valore d'x ncirequazione 
esponenziale 10* = 2. Siccome 10 >2, il primo quoziente smk zero. 

e si avrà e quindi 10^ = 2. Elevando questa equazione alla 

potenza a;' , si avrà 2*'= 10. Per trovare il numero intero imme- 
diatamente minore di x' , si faranno le successive potenze di 2 , 
finché se ne trovino due fra le quali è compreso il numero 10 ; e 
siccome 2’ =8 e 2*= 16 , sarà x‘ compreso fra 3 e 4 , e perciò 


(•) I radicati quadraU o in generale le radici di nn’ equazione del secondo giada 
sono sempre espresse da una frazione continua periodica. Per la dhnosiraakHie si 
vegga il Trallato di Algebra n‘ 380 è 784. 
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farà = Cosi continuando si darà luogo alle seguenti 


operazioni : 
10*= 2 , «■ 


1 37 IO a. 

2- = I0,a:'=3-t-^,2 ^=10,2^=^=i> 

©■=..^.=3.^, (|f=^ 


2 128 

Ì-725 ’ 


n28\*” 5 
\T25/ “J’ 
Quindi sarà 


s 94— -, ec. 




305. Le frazioni 4 , — , 4 cc. dalle quali vicn composta la fra- 
ò c o , 

zìone continua (2) si chiamano Jrazti^ni inte^anti^ I numeri a , 
A , c , d ^ cc. si possono chiamare quozienti incompUtt , le quan- 
tità , x" , x"* ,' ec. quozienti completi. Si troverà la^ ragione 
di queste denominazioni , osservando' che dietro le relazioni (1) , 
per avere il valor completo di x , basta sostituire il quoziente com- 
pleto all'incompleto. Cos'i si ha esattamente 


x = o-l-“ = o-+"l 


* 1 1 

— 77 — : 


=ec. 


X” X"' 

I quozienti completi rinchiudono adunque tutta la parte rimanente 
della frazione continua. 

Si avverta che quando per a , b , c , d , ec. si prendono i nu- 
meri interi immediatamente minori di x ; x' , x " , ec. , i denomi- 
natori b, e, d, ec. risultano tutti positivi. .Ma se per alcuni di 
essi si prendesse il numero intero immediatamente maggiore, la 
frazione continua avrebbe i suoi denominatori in parte positivi c in 
parte negativi. In seguito si supporrà che a , b , c , o , ec. sieno 
tutti positivi. 

306. Per poter valutare per approssimazione la quantità che è 
stata svolta in frazione continua , è necessario saper trovare le fra- 
zioni ordinarie che risultano dalla frazione continua limitata al primo 
termine , al secondo , ni terzo , ec. Ora è chiaro che se si na la 
frazione ordinaria corrispondente al quoziente b , si avrà quella che 


{ 18 * ) 


corrÌ8|)ondc al quoziente e scrivendo i-H — in vece di Parimente, 

da questa si passa alla seguente scrivendo c-+-^ in vece di c ; e 
così di seguito. Si avrà dunque 


a 1 aà -t- 1 



c 


(ai-+-l)c-t-n 

Ac-t-t 



[oA+ 1 )e+a](/-*-uà-+- 1 


ec. 


Queste frazioni si chiamano le ridotte. 

Osservando attentamente la loro composizione si conoscerà che il 
numeratore di ciascuna risulta dalla somma del numeratore della 
ridotta precedente moltiplicato per l’ ultimo quoziente incompleto , 
0 del numeratore semplice della ridotta penultima; e che il deno- 
minatore è formato allo stesso modo per mezzo de' denominatori delle 
due ridotte precedenti. Per assicurarsi che questa leggo di dipen- 
denza ha luogo per tutte le ridotte , suppongasi che sia stata ve- 
rificata sino alla ridotta rispondente al quoziente n. Sicno ^ 

le due ridotte che quella precedono e che corrispondono ai quo- 
zienti I , m \ sarà 


N^Mn-^L. N' = M'n^L'. 

P 

Chiamando -p la ridotta seguente , c il quoziente incompleto clic 

A' 

ad essa corrisponde , è chiaro che si passerà dalla ridotta ^ ul- 

P N . ^ ■ 

l’altra sol che nel valore di si scriva m-h— in vece di w. Si 
l" N' p 

avrà cosi 

P p ) n-i- L )p-\- IH ÌSp-^JU 
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Questo risuttamenlo pruora che la ridotta -p serba colie due pre< 

cedenti la stessa dipendenza. Per conseguenza la legge di compo- 
sizione, Terilìcata per le prime ridotte , avrà luogo per tutte. Sic- 
come ciascuna ridotta dipende dalle due precedenti , la legge non 
può cominciare ad aver luogo che dalla terza ridotta. Per assog- 
gettarvi anche la ridotta ^ ^ * bisogna supporre che la prima sia 

la quale non fa parte della frazione continua data. Scrivendo in 
linea orizzontale i (Quozienti , si formano con la massima facilità le 
ridotte , siccome qui sotto si vede. 

Quozienti a, b , e , d , e , 

. 1 a «à-i-t aic-t-c-H* abed-hcd-^ad-i-ab-\-ì 

nidotte — , T . — j — > — 1 — — t r —, — ; — ; i ec. 

0 1’ 6 àc-+-l 

Applicando la regola ai quozienti di si avrà : 

Quozienti 4213 12 82 1 

J.J. 1 4 9 15 48 61 170 1421 8012 

«motte Q . j , 2 ’ 3 ’ IT’ l4’ 39 ’ 826 ’ 691 ' 


ec. 


ec. 


JB C 

307. Rappresentando per ^ ^ , ec. le ridotte corrispon- 
denti a’ quozienti a , d , c , ec. , si possono stabilire le seguenti 
eguaglianze : 


y/ssa , 

B SSS b/f -t“ 1 , 

Cr^eB-\-A, 
Z>= dC -4- B, 
E=.eD-\-,C, 
ec. 


B‘==b, 

iy=idC'-^B‘ , 
E'^ciy^c, 

ec. 


( 3 ) 


Se la quantità da valutarsi fosse minore di 1 , si avrebbe aa=0, 
e la prima ridotta sarebbe j. 


308. Essendo a , b , e , d . . . , numeri positivi, dalle relazio- 
ni (3) si scorge che le quantità ^ , B . C , D , . . . come pure le 
altre A' , B' , C , ly , . . . vanno crescendo ; in modo che sarà 

B> A , C>B , D > C , ec. 

5'=,opure>y^', C> B' , W > C , ec. 

Questa legge sarebbe soggetta ad eccezione se i numeri a, 6 , c,... 
non fossero tutti positivi. 


309. Considerando tre ridotte consecutive ^ ^ , delle 

^ Ju Ju' Jj 

quali la terza corrisponde al quoziente «, si 

El. di Alg. 24 
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A' 


lid differeoM fra la ridoU>i — a quella che la precede , è etpres- 

la da 


d onde risulta 


A 

A' 


M Jlfn-i-Z 
AJ'n + L' 


E, 

Al' 


A'JJ' — MA'= — ( ML'— L .1/' ). 

Del pari se -r; è la ridotta che precede ^ , si avrà 

i Li 

ML' - M'L = — (Z/'— IL') 


a ab-^\ 


, si trova 


E cosi riuionldndo fino alle due prime ridotte — 
(ad-t-l)xl — a6=l; e quindi si avrà 

Clì'—BC'=~\ , 

DO — Ciy=i^l , 

Kli' - DE' =—\ , 


d'onde segue in generale che moltiplicando iu croce i termini di 
una ridotta-^ per quelli della ridotta che la precede , la differenza 


AI 


sarà eguale a 4- 1 , o a — 1 , secondo che nell’ ordine delle ri- 
dotte trovasi a un posto pari o dispari, senza contar 


310. Da ciò segue : 

.ABC 

1" Cile le frazioni i ^ irriducibili , perchè se , 

C 

per cs. , i termini della frazione avessero un divisore comune, 

il numero intero CB' — BC sarebbe divisibile per questo divisore 
comune; il che non può essere, perchè CB' — BC = — 1. 

2“ La differenza fra una ridotta e quella che la precede è uguale 
a ± 1 diviso pel prodotto de’ denominatori ; cioè si ha 


B A \ C B 1 

TE A' ~ A' li' ’ C B' “ CB' ' 


( 6 ) 


- e siccome i prodotti A'B' , B'C , CD' , ec. vanno aumentando > 
la differenza fra due frazioni vicine va diminuendo. 


311. Considerando ora le due ridotte consecutive 
cerchi di quanto differiscono dal valore x della frazione continua.’ 
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Sift p il quoziente incompleto ** quoziente completo corriepon- 
dente alla ridotta ^ che segue ^ ; sarà 


P _ Np-^M 

• P> “ A'p-^.W ' 

Ma allorché si sostituisco al quoziente incompleto p il quoziente 

p 

completo y, la frazione — diviene x (n“ 30i); perciò 






Quindi si ha 

Ny-^M N MN'-M'N ± 1 

~ A' " ~N {N'y-h^U') '' ’ 

M N (^'jV — ;VA ')y -t-y /p.'i 

— — N'y-i-jiP — ' '' 

Da questi risultamenti ricavasi quanto segue. 

1“ Le differenze fra il valore esatto x e due ridotte consecutive 
essendo di segno contrario , le ridotte sono alternativamente minori 
* maggiori della quantità sviluppala x , il cui valore si troverà sem- 
pre compreso fra due ridotte consecutive. 

2* Essendo y compreso fra p e ^ -f- 1 « il valor numerico della 

differenza x — —sarà compreso fra .V') ’ A'(A';>-fA''-f.U'j ’ 

ovvero, essendo A'p + HI'—P', fva 
1 I 

JVP ’ A'(r-i-jV') ■ 


Queste due frazioni esprimono i limiti dell'errore che si commette 
sostituendo al valore esatto a: la fraziono c siccome A"*, 

_L_ fn® S4 ). Perciò l’errore suddetto sarà minore di 

x'ipi ^ A'* ' ' 

1 , , A- ;V 1 . 

— ; e X Sara compreso fra ® ® P"''® '''» 

V l__ ^ _ 

n>* ® A»' 

3* Dall’ eguaglianza (4) ricavasi 


nf—.Vx _M< ir> 

y — n'x—n “ A' ‘ 

A' 


(7) 


Essendo y quantità positiva , le differenze * e x 


!L 

¥' 


sa- 
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ranoo dello stesso segno , sicoomc si è detto (1 *). Inoltre, essendo 

. W 

per la natura delle frazioni continue y>l , e — <1 ( n“ 308 ) , sarà 

M IV 

il Talor numerico di — — x maggiore del valor numerico di a- — — ; 

e- perciò la ridotta ~ si approssima ad x più della Quindi 

ogni ridotta si approssima alla quantità sviluppata più di quel che 
facciano le ridotte precedenti. Per questa proprietà le ridotte si chia- 
mano frazioni convergenti. 


312. Una ridotta— non solo si approssima ad x più di tutte le 

ridotte precedenti , ma anche di qualsivoglia altra frazione espressa 
in termini più semplici. 

In eifetti sia — una frazione che si supponga approssimarsi ad x 
^ N 

più della ridotta — , essendo |3<;yV'. Siccome x è compreso tra 
/V I A 1 JY a , , 

compreso fra gli stessi numeri. Quindi il valor numerico della dif- 
ferenza— dovrà esser minore di -- — : cioè dovrà aversi 

A' à l\ >* ' 


vai. iium. I I ■< — — ; 

\/V' 

p anclic 

vai. iium. (.1> — /V'*)< 


Questo risultamenlo è assurdo perchè essendo p A ' la quantità 
^ è minore di 1 , e il valor numerico di J\'p — A '« , perciò che 
A', A", |3,« sono numeri interi, non può esser minore di 1, Dun- 
que è impossibile che una frazione j in cui è ^ <C A" si approssimi 
A' ^ 

ad x più della ridotta • 


313. Per questa proprietà , allorché de’ rapporti espressi da gran- 
«li numeri , o pure de’ numeri irrazionali si vogliono esprimere con 
la maggiore approssimazione possibile per mezzo di rapporti sem- 
plici , basta convertire la quantità data in frazione contiuua c for- 
mar le ridotte. 

Per un’ applicazione prenderemo il seguente esempio. 

La durata dell’ anno tropico , cioè il tempo clic il sole mette por 
ritornare allo stesso equinozio , è , secondo Laplace , di giorni 
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365,2422419=368»- 5»'’ 48' 49", 7. Per conseguenza l’anno tropico 
supera il comune di 5“'"-48' 49", 7. Se questo eccesso fosse esatta- 
mente di 6 ore , eTidenlementc bisognerebbe aggiungere un giorno 
ogni 4 anni per far che l’e<|uinozio di primavera corrispondesse 
sempre allo stesso giorno dell anno. Ma non essendo cosi, per co- 
noscere in quanti anni l'indicata differenza può produrre un numero 
intero di giorni bisogna trovare il rapporto tra 24“''- e S®*" 48',49",7. 
Siccome 24"- =86400" e 5«-- 48', 49", 7 = 20929", 7 , il rappor- 
864000 '* * 

to menzionato è ; sicché bisognerebbe in 864000 anni ag- 

giunger 209297 giorni. 

Svolgendo questa frazione in frazione continua , si trovano i quo- 
zienti e le ridotte seguenti; 

Quozienti 471462 1 3 74 

4 29 33 ini 999 2189 3158 11,033 8A4000 

Uldotte ^ - J - ^ 39 242 823 765 2818 209297 

Si vede che l' intercalazione di un giorno ogni quattro anni è la 
più semplice; ma che si avrebbe una maggiore esattezza aggiun- 
gendo 7 giorni in 29 anni , o 8 giorni in 33 , cc- (*) 

ART. II. 

Analisi indeterminata del primo grado. 

314. Allorché le condizioni di un problema non somministrano 
tante equazioni quante sono le incognite che debbonsi ammettere, 
vi saranno infiniti sistemi di valori che possono soddisfare alle ecpia- 
zioni proposte (n" 141), e il problema dicesi indeterminato. 

Il numero delle soluzioni di un problema indeterminalo sareblte 
realmente infinito se non vi si aggiungessero delle condizioni che 
ne restringono il numero. La condizione che si aggiunge è che i 
valori delle incognite sieoo interi , e ordinariamente che sìeno po- 
sitivi. Le quali condizioni riducono spesso a poche le soluzioni , e 
qualche volta anche a una sola, o a nessuna. 

L analisi indeterminata ha per oggetto di trovare tutte le so- 
luzioni di questa specie che può avere un’ equazione o un sistema 
di piu equazioni , nelle quali il numero delle incognite é maggiore 
del numero delle, equazioni. 


I 

(*) Nel calcndarìo in vigore si aggiunge im giorno ogni 4 anni, e qnest'anno 
dì 366 giorni chiamasi bisestile. Ma siccome questa ìuiercatazioue peccherebbe in 
eccesso, si è stabilito di non far bisestile il primo, il secondo ed il terzo aimo 
st'colare , ma solaineulc il quarto Cosi veugono ad aggiungersi ‘J7 giorni ugni tdO 

anni. La fraxione che non trovasi fra le ridotte non b la più prossima , e 

si sarebbe ottenuta maggiore approssimazione farendo uso della frazione-^, in- 
tenaloziuiie immaginata da* Persiani fìn dairundecimo secolo. 
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I. fli<o{u2ion< di un’ equationt del primo grado fra due ineognile. 

31S. Un equazione del primo grado fra due incognite si può 
sempre ridurre alla forma 

(i.r — 6i/=c, (1) 

dove a, 6, e sono numeri interi. Si può anello supporre elio a, 
b , c non abbiano nessun fattore eomtine, |iercliè se lo avessero si 
potrebbe sopprimere. Inoltre se a e ò avessero un divisor comune 
che non dividesse c , la risoluzione in numeri interi sarebbe im- 
possibile ; perchè supposto che r fosse il divisore comune di a e ò, 
qualunque numero intero si mettesse per x e y , il primo membro 
resterebbe divisibile per r , e quindi non potrebbe esser mai eguale 
al secondo che non è divisibile per r. 

Se c ha un divisore ò comune con a e un altro S' con b, si può 
fare a=a'S , b = b'S' , c t=c'òò' -, e l’ equazione (1) diverrà 

o'o'.c — b'^'y = £•'<?<?', 
e dividendo per JJ' , diverrà 



e facendo — = x', ^ = u', si avrà in fine 

0 0*' I 

a'x' — b'y'=c' , 

equazione che ha la stessa forma della (1 ) , ma i coefllcienli non 
hanno fra loro alcun divisore cointine. Sebbene non sin necessario 
di ridurre 1' equazione a questo forma, pur giova far cosi per Ojie- 
rare sopra numeri piu piccoli. Quindi si supporrà che nell’ equa- 
zione (1) i coellicienti a , b , c sieno numeri primi Ira loro. 


316. Si risolva l’equazione (1) rispetto all' incognita che ha il 
più piccolo coeiCcicDte. Supposto a •< ò si avrà ■ 

e-t-è// 
a 


X ' 


( 2 ) 


Dovendosi l’equazione (1) risolvere in numeri interi, la prima idea 
che si presenta è quella di ricavar la parte intera da x. Supposto 
c — ah-i-c' , b=ak~^b' , sarà 

x—h-^nky-^, ( 3 ) 

e siccome x dev'essere numero .intero , è necessario che ^ 

a 

• a n 1 • 1 . 

Sia un intero, ratio — — ^ = la risoluzione del l'equazione (I) o 

riportata olla risoluzione dell’ equazione 

az — b'y = c', (4^ 


Digilized by Googlc 


( >9» ) 

in cui i coefficienti ò' , c' sono minori di ^ e c. Operando tu que> 
sia equazione come sulla precedente , si avrà 

az — c' ,, ,, a'^—c" 

y — j! — 

afr^c** 

Fallo — ssstt, si avrà T equazione 
b' 

a'z—b'u = c". 

Cosi continuando , siccome i coefficienti vanno sempre diminuendo , 
sì dovrà finalmente arrivare a un’ equazione in cui l' incognita avrà 
per coefficiente 1’ unità ; e perciò sarà eguale a un espressione in- 
tera. Eliminando tutte le incognite introdotte meno 1' ultima , cioè 
rimontando da quest' ultima incognita alle due prime , si avranno 
i valori di a: e d' y espressi per mezzo di quest’ ultima incognita , 
che può riguardarsi come quantità indeterminata e perciò capace 
di ricevere tutti i valori possibili. 

Esempio. Si debba risolvere in numeri interi l’ equazione 
5x — 13y = 2 ; 

sarà 




3y-+-2 

-"1 


5=— 2 2(a— 1) z— 1 

y=-:r-==-i- — 


z=l + 3tt. 


Da questo valore dì z risalendo a quello d' a; e d' y , si avrà 
5-1-1 Sm— 2 


y=- 




13-t-13.5M-l-2 „ _ 

X— =3 -t- 13u ; 


cioè 


z! = 3-t-13M, y = 1-1- Su. 


Si ottengono tutti i sistemi di valori che possono soddisfare ali' e- 
quazione proposta dando ad u j valori 0 , 1 , 2 , 3 , ec. ; si avranno 
così i sistemi * 3 , 1 ; IG , 6 ; 29 , 11 ; ec. 


Problema. Formar di 100 due parti tali che una sia divisi- 
bile per lei altra per 1 1 . 

Secondo le condizioni del problema , la prima parte può essere 
rappresentata da Ix , la seconda da lly ; e perciò l’equazione sarà 

7ic-t-lly=100. 
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Operando come sopra ai ha 
100— Il V 


7 

7Z-+-1 


14— y- 

Z -+-1 


2(2y— 1) 2y— 1 


y=— =3.-^ 2 


7 

z-t-1 

a ' 


:e. 


‘U, 


x=2u — 1 ; 

d'onde ricavasi per mezzo della sostituzione 


* = 19 — Iltt , y= — 3 -h7m. 

Dovendo * ed y esser positivi, è necessario che sia 19 >-11», 
7u>>3; le quali condizioni non si possono sodd sfare che in una 
sola maniera, cioè supponendo u=l. Quindi il problema non am- 
mette che una sola soluzione, cioè *=8, y = 4; d'onde 7* =56, 
lly«=44. 


317. Questo metodo richiedendo che si operi sui coeflìcicnti del- 
r equazione , non mostra in che modo i valori finali delle incognite 
si compongono per mezzo dei coetlicienti stessi. Per iscoprire que- 
sta dipendenza è mestieri partire da altre considerazioni. 

Frattanto è da osservarsi che nell’equazione (1) i coelTicienti a 
e d si possono considerare sempre positivi , purché si dia segno 
contrario a * o a y , se i termini ax , òy aell’ equazione partico- 
lare che si vuol risolvere non coincidono con quelli dell’ equazio- 
ne (1); o in altri termini basta saper risolver l’ equazione (1) . 
giacché i valori che a questa soddisfano potranno soddisfare ad 
un' altra i cui segni fossero diversi , purché si prenda con segno 
contrario il valore dell' indeterminata che nell’ equazione data non 
ha lo stesso segno che nell’ equazione (1). 

Supposto a , 6, c numeri interi e positivi , si avrà 



Or se per y si sostituiscono i numeri naturali 1 , 2 , 3 , cc. , 

I irima di arrivare ad a si dovrà necessariamente incontrare un va- 
orc d’y che renda l’espressione precedente un numero intero, la 
effetti , con la sostituzione de' numeri naturali da 1 fino ad a in 
luogo d’ y , si avranno le espressioni 

^-|-c 2Ì-HC 34-f-c r ai-\-c 

— • • • -"ir 

il cui numero sarà a. Or fatta la divisione , i resti saranno tutti 
differenti ; imperocché se vi fossero due valori m ed » minori di a 
che dessero lo stesso resto, rappresentando per E, E' ì quozienti 
ed r il resto comune , si avrebbe 

bm-\-c = Ea-\-r , bn c=- E'a-^ r \ 
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e sottraendo l’ una dall' altra , 

ò{m — n)=(E—E')a: 

e^aglianza, la ^uale mostra che 6(m — n) dorrebbe esser divisi* 
bile per a ; e ciò è impossibile , perchè 6 è primo con a , e m— n 
è mmore di a. Ora il resto dovendo esser mmore del divisore, i 
resti diversi non potranno esser al pia che a — 1. Ma le espres* 
sioni (S) danno a resti differenti , perciò fra questi deve trovarsi il 
resto zero , e quindi vi sarà un valore d' v minore di a che può 
soddisfare all' equazione proposta , ossia che dà per x un numero 
intero. ' 


318. Basta conoscer due soli valori « e jS che possono soddisfar» 
alla equazione (1) per ottenerli tutti. In effetti sostituendo questi va* 
lori nell' equazione 

ax — by — e, 

si ha 


aa — =3C ; 

e sottraendo ne risulta 


o(x— a)=d(y— ;3), da cui 
Essendo - una frazione irriducibile si avrà (n° 98, VI.) 


X — ct = m6 , y — |3 = »na; 


d' onde 


x = «-+-niò, y=|94-«ia, (6) 

dove m può ricever tutti i valori possibili , positivi e negativi. I 
valori d’x e d'y sono equidifferenti, avendo i primi per differen- 
za d , e i secondi per differenza a. 


319. Non rimane che la ricerca di a e |3. A tal uopo si osservi 
che se si fa xssscx ' , yt=ey' , l’equazione (1) diviene 

flx'-V = l; (7) 

per conseguenza la risoluzione dell’equazione (1) si può riportare 
alla risoluzione della (7) in cui il termine nolo è uguale a 1. 

Or se la frazione ^ si risolve in frazione continua , e si chia* 

O 


mi ^ la ridotta che precede ~ , si avrà generalmente ( n° 309 ) , 

ay — ^ = ±1, cioè-t-1 se ^ è di posto pari, e — 1 se di posto 

impari. Nel primo caso si potrà prendere x'=y, y' =p , e per 
conseguenza x=qe , y=yc ; nel secondo si prenderà x'=s—q, 
y'=» — p, e quindi x=— yc, ysss-^pc. Sostituendo nelle for- 

£1. di Jtg. 25 
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mole (6) ± qe in vece di a , ± jsc in vece di /9 , bì avranno i va* 
lori generali delle x ^ y\ rùoè 

y»s-+*f»e-f'«a i (8) 


e pure 

ar«s> — qt'^iTìb y=s--pe~\~ma\ (9) 

valendo le prime quando aq — 6p=s-^t , e le seconde quando 
aq — 6p = — 1. 

' Per avere i più piccoli valori d’ ar e à'jq , biscia toglier da qe 
tulli i moltipUci di ^ e da ^ lutti i molbp}ìci di a. E Irattuidosi 

delle fonnole (8) si prenderà m negativo c minore di ^ , e di — . 

ò o 

Nelle formole (9) si prenderà per m il più piccolo numero intero 
maggiore di e di 


320. Trattandosi dell' equazione 

= ( 10 ) 

in cui a e d son positivi , le formole (8) divengono 
Xm^qc-+-tn5 y = — pe — ma\ 

ma trattandosi di aver valori positivi, si cambierà il segno di tn, 
e si avrà 

xn=qc—m6,y= — pc-htm; (11) 

le formole (9) nel caso attuale divengono 

x= — qc-i-mò y—pc — ma. (12) 

Per avere i minimi valori d’ar e d’y, si prenderà 

«<-y, >^nel primo caso, cw>^, nel secondo. 


321. Si applichi 1 esposto metodo all' equazione 
7x+llys»100. 


11 


Svolgendo — in frazione contìnua, si trova eh’ essa è preceduta 


dalla ridotta — ; ma siccome 7.3 — 11.2cxs — 1 varranno le for- 
inole (12), e si avrà 

ar=— SOO-hllm, y=200— 7m. 


», j ouyj zoo 

Uovendo essere tn >• , <; — , non vj e che d solo numero 28 

che soddisfa a queste due condizioni ; e sarà 
x=8, y=4. 


siccome si è già trovalo ( n° 316 ). 
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Problema. Una penona fa una compra di Suoi « cavalli; paga 
i primi 20 vendi i uno , e i secondi 3/ tendi F uno , « trova che 
il prezzo totale de baoi trrpera di 7 tendi guello de cavalli; quanti 
cavalli e buoi ha potuto comprare f 

Sia X il Damerò de’ buoi e y quello de’ cavalli; si ha evideDlemeDle 

20»— -Sly««7. ' 

Svolgendo ^ in fraiione continua, o cercando lo ridotto, si tro* 

va-j-per quella che precede e siccome 20.14— 31.9»-t-I, 
si Farà uso delle formolo (8), e si avrà 

»=98+31m, y*a63-t-20ai ; 
i più piccoli valori corrispondono ad >n=3 — 3 ; sicché si ha in fine 
•c=S7f-31>7i, y^3 + 20ffi. • 


II. JtùolutioM di tin’gquationt dèi primo grado tra piO incognite. 


322. Per mostrare come si risolve un’equazione che contenga pù di 
due incognite , si prenderà a considerare un’ equazione tra quattro inco- 
gnite, che pnb essere rappresentata da 

a^x^ — a,»,— a,»,— ai»,=a, , ( 1 ) 

in cui le incognite sono e I coefficienti si debbono 

eonsidenre come positivi ; e Ocoorrendo di risolvere un’ equazione in 
cui i segni de’ termini non corrispondono a quelli dell’ equazione ^1) , 
si cambierà nel valore finale il segno di quell’ incognita che nell’equa- 
zione data ha segno contrario a quello che ha nella (1). 

È forse inutile ripeter qui che se i coefficienti avessero un divisor 
Comune, questo si potrwhe sopprimere; e che se a, , o, , a, , a, 
avessero un divisor comune che non dividesse 0,, la risolusioDe in nu- 
meri interi sarebbe impossibile. 

Ciò posto , sia S il divisor comune fra e a, , e sia 

a^=mb^9^ a,ztt4,a. (2) 

( Se a, e a, non avessero divisor Comune, sarebbe Sai ). L’equa- 
zione (1) diverrà 

I _ , o,ar,-Hi,x.-Hi. 

6 ^X^ 6 ,X, r 


Si faccia » r equazione proposta si risolverà nel- 

le due 

Sia 8' il massimo eomun divisore fra 8 e a, in modo che sia 


8a=c,S' a, ==6,8' , 


c r ultima delle (3) darà 


'«Ji — é,x,= 


a. vi-fo- 


(4) 
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Fatto gay, ; questa equatione ai risolverà nelle ‘due 

e.Fa“"^.»a*=y» » 

• quindi la risoluaione della proposta si riduce alla risolusione succes- 
siva della tre equaaioni 

*Vi— 1 c»Ì^»— *a»«==yi t *4**— ^.*.'=y • (5) 

Sieno «, e i più piccoli valori di x, e che somministra la pri- 
ma di queste equazioni. La seconda, dopo avervi sostituito per y, il 
suo valore , diverrà e,y, — à,x,=j3,. Sia a, il più piccolo valore 
di Xa o /Sa >1 P*ù piccolo valore di ya somministra questa equa- 
aione. Sostituendo nella terza equazione il valore d’ya , si avrà un’e- 
quazione da cui potranno oltenerù i più piccoli valori di x, e x^ che 
j^sono rappresentarsi per a, , e 

Ora se nella (1) si sostituiscono per le incognite i valori particolari 
trovati , si avrà l' identità 

la quale sottratta dalla (1) dà 

«4(*4—*i)— *i)=0 ; (6) 

• latto 

*4“^4~*4 » * “■*•“*« » ®a~*a“*s I *i*~*i“*i I (7) 

la (6) diviene 

04*4— o.s,— o,»,— a,s,=0 f*) ' 

la quale ha la stessa forma della (1), ma è mancante del termine uo- 
tOf Or dalle relazioni (2) e (à) si ha 

a^=ò^e,i', a,=d,c.«', 

Sostituendo questi valori nella (8) si ha 

— à à,*'*, — a,z,tr=0. (») 

Messa l’ equazione sotto questa forma , si vede che é facile comporre 
per le z de’valori espressi per mezzo di una indeterminata e tali che 
tutta r equazione sia divisibile pel coefficiente di z« , affinchè z^ sia 
espresso da un numero intero. All' uopo si potrà fare 

z,=d4»i, , x,=ò^c,m, , z,s=d«c,8'f», , (10) 

dove m, , i», , m, sono indeterminate. Sostituiti questi valori nella (9) 
risulta 

Z4=d,in,-+-à,>»,-H»,»»,. (Il) 

Quindi i valori (10) e (11) soddisfano alla (9), e in conseguenza an- 
che alla (8). Mettendo nelle relazioni (7) questi valori delle z , si ha 

x,—x,-h6^c,9'm. , x,=x,-hS^e,m, , 

x,=*,-Hd4W, , x*=»4-t-o,m,-t-d,m,-+-à,iw, , ' ' 

nelle quali per a, , •„ ec. si metteranno i minimi valori che soddi^no 
alle equazioni (S). 

Da quanto si è detto si vede chiaramente qual è il metodo da tenerti 
per un maggior numero di incognite. 
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833. Sia per es. da rìsoWerti reqoasione 

6*4 — 2ar,— 4x, — 3a?,s=5. 

Le e^uasioni (5) in questo caso diverramio 

2y,— 3aj,t=5, y«— 2x,=y, , 8x4—3;,!=^^ 

I più piccoli valori che soddisfano alla prima di queste equazioni 
sono y,=4, a:,=l ; la seconda equaiione diviene y, — 2x,=^_, _e 1 
minimi valori che ammetto sono y,=6, ^1? la terza diviene 

8x4— x,=«, e dà x,=8 , X4=S. L’equazione (9) diviene 

2.8*4— 2*,— 2.2z,— 3*4=0 , 

e dà 

s.i=2fn, , s,=8m, , *,s=8in, , *4=m,-»-2in,-HB, ; 

a in fine si ha 

x,BsÌ4-2m , , Xg=l-l-8m, , x,— 8-4-Sffi, 4 X4=8+in,-l-2i»i, l ni,. 

J. ni. Bùoluxiona di moK» e^fuoiiom del primo grado fra 00 mon«ro 
d’intognite maggiore del numero delle sfuozioni. 

324. Sieno tre equazioni fra cinque incognite , rappresentate da 

а, Xj — O4X4— a,x,— a,x,— o,x,=aa» 

б, X, — ^4X4 — 6,x, — 4,x,— d,X,r=4o, (1) 

C,X, — C4X4 — C.X,— C,X,— .C,X,=Co , 

Eliminando la x, , si otterranno due equazioni che potranno rap- 
presentarsi per 

A ^X ^X ^X ^X 
B^x — B,x, — B,x,— B^Xt=Bg. 

Da queste eliminando x^ , si avrà fra x, , x, , x, una sola equazione 
che potrà rappresentarsi per 

C.x,— <7,x,— C,x,=C',. (3) 

E al sistema delle tre equazioni date potranno sostituirsi la (8) , una 
delle (2), e una delle (1). 

Risolvendo la (3) col metodo dato nel § prec. si avranno de’ valori 
della forma 

dove m, e m, sono le due indeterminate. 

Sostituiti questi valori in una delle equazioni (2) , può avvenire che 
tutta r equazione riesca divisibile pel coefBciente di X4 ; e allora x^ 
sarà data immediatamente per mezzo delle indeterminate >n, em,. Ma 
se r equazione non è divisibile per questo coefficiente , col metodo pre- 
cedente si troveranno i valori di X4 , >n, e tn, j i quali saranno della 
forma 

» '«.“/S.-*-*»». » X4=jS4-+-i?,n,-+-£,Bm 1 C^) 

dove n, en,, saranno due nuove indeterminate. Messi questi valori di 
tn, e m, nelle formole (4) , si avranno i valori di x, , , x, > x^ 

espressi per r, e n.. 
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Questi valori sostituiti in una delle (1), peres. nella prima, daranno 
immediatamente il valore di x, se l’equaiione è divisibile per a,. So 
non è, si otterranno i valori di n, , n, , x, espressi sotto la forma 

Sostituiti questi valori di n, e n, nelle precedenti Formole si avranno 
i valori delle cinque incognite , espressi tutti per mezzo delle due inde* 
terminale />, e . 

L’ uniformità del metodo permette di estenderlo ed applicarlo facii* 
mente, qualunque sia il numero delle equazioni e delle incognite. 


325. Sieno per es. le equazioni 

8*,— 2x^-+-à1*,— 7*,-j-3»,= 8, 

X,— Sx^-t- 6x,-t-5x,— 2x.= 7, (8) 

2x, — x ^ — 3x,-+-2x,— x,= — 3. 

Eliminando x. Ira la prima e la seconda , e poi tra la seconda e la 
terza , si ha 

7x|-t-23x, — 22x,-t-9x,=29 , 

5x,--15x,— 8x,-h8x.=ll. 

Da queste eliminando la x^ , si ottiene 

llOx,— 27x,-l-12x.=S4. (34) 

Si risolve questa equazione risolvendo le due 

llOx,— 27x,=y, , y,-t-12x,=84. 

1 più piccoli valori che soddisfano a quest' ultima equazione sono Xi=l, 
y,=2. Messo questo valore nell’ altra equazione , si ha 

llOx,— 27x,=s22. 

1 minimi valori positivi che seddisfano a questa equazione sono 
x,=n , x,=44. 

E siccome I' equazione (9) del n° 322 si riduce a 
MOz, — 27z,-h12z,=o , 

si potrà fare 


Zf 55f7it , Zg^— llOm^ , z , 27jzig t 

e quindi 

Xi=l-+-55mi , x, ~*~f 4H-l lOffig , x,=sll““6m,-t-27m,. 

Sostituendo questi valori nella seconda delle equazioni (9) , tutta l’equa- 
Sione riesce divisibile per 5 e si ha immediatamente 

Xt=l 05—51 OT,-t-257»i, 

Finalmente messo questo valore nella seconda delle (8) , si ha 
X, =24 — ^m^ -i-59m. 
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PARTE SECONDA. 

TEORICA E RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI. 

W ' 

rnw mnr.RAyr nin paEUUIlfA&L 

826. Un'equazione del grado n che non contiene radicali , ese> 
guendo le operazioni indicale al n° 131 , si riduce a un polinomio 
ordinato secondo le potenze intere e positive d' x eguagliato a zero; 
e può essere rappresentata da 

.... -t- o,^iX-f-o.=0 , (1) 

nella quale i coelHcienti a, , a. , a. , ... a* si possono riguardare 
come numeri interi. 

Quando non occorre che i coefficienti sieno interi , si può divi- 
der tutta l'equazione per , e allora acquista la forma 

.... ( 2 ) 

Si può supporre che il primo termine sia positivo ; imperocché se 
non fosse , si ridurrebbe positivo col cambiare i segni a tutta l' e- 
quazione. 

327* Ogni espressione algebrica o numerica che sostituita in luogo 
d’ X rende 1' equazione soddisfatta , cioè rende il primo membro 
identico al secondo , dicesi radice. Quindi si vede che il primo 
membro della fi) si riduce a zero solo quando per x si mette la 
radice : ogni altro valore dà un risultameuto diverso da zero. 

328. Siccome per trovar le radici di una equazione occorre tal- 
volta di far passare la x per diversi valori a fine d’ incontrare quello 
che dà per risultamento zero, il primo membro si può riguardare 
come un’espressione il cui valore dipende da x, e varia al variar 
della X. Per esprimere questa dipenuenza si dice che il primo mem- 
bro di un'equazione è una funaone d’x. 

In generale ogni espressione algebrica il cui valore dipende da 
una 0 più quantità ohe variano in una maniera arbitraria, si dice 
funzione di queste quantità. 

Le quantità che possono variare si chiamano variaèili, e cih 
stanti quelle che conservano sempre lo stesso valore. 

Quindi r incognita di un' equazione si considera talvolta sotto due 
punti di vista differenti ; o come una quantità da determinarsi af- 
finchè si verifichi la relazione espressa dall' equazione ; o come una 
quantità che riceve diversi valori , a$ncbè fra tutti i valori possi- 
bili s' incontri quello che verifica l' equazione. La considerazione della 
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nriabilità dell’ inoognita Eem a facilitar la ricerca delle radici , e 
quindi la risoluzione delf equazione. 

829. Le funzioni si distinguono in algebriche e trascendenti. 

Si chiamano algebriche quelle che son composte di un numero 
limitato di termini ne’ quali le variabili sono unite alle costanti per 
mezzo di operazioni algebriche , cioè addizione , sottrazione , mol- 
tiplicazione , divisione , elevazione a potenza e estrazione di radici; 
e trascendenti (quelle che non potrebbero esser espresse da un nu. 
mero limitato di termini algebrici , come avviene nel caso degli 
esponenziali e de’ logaritmi. 

Le funzioni algebriche si dividono ancora in razionali e irrasith- 
nali; intere e frazionarie. 

Le razionali sono quelle nelle quali la variabile non è alTetta da 
radicali o da esponente frazionario , le irrazionali sono le opposte. 
Sono intere quelle nelle quali la variabile non si trova collocala 
nel denominatore o affetta da esponente negativo ; frazionarie nel 
caso contrario. 

Per indicare in un modo generale una funzione à' x si scrive 
j{x), F(x), t(x), ec, (3) 

330. Un’equazione è della stessa natura delle funzioni che for- 
mano i suoi membri. L’equazione lQ’ — 2 risoluta nel n° 304 è 
un’equazione trascendente; l'altra risoluta nel n° 213 è un'equa- 
zione irrazionale. 

Un’ equazione algebrica razionale col fare svanire i denominatori 
si riduce sempre alla forma (1) o alla (2) , nelle quali il primo 
termine è positivo. Quando ba l’una o l'altra di queste forme si 
dice ordinata. 

Si chiama completa quando contiene tutte le potenze successive 
dell' incognita da x* ad a:* , cioè quando ninno de' coefficienti <z, , 
0 . , ec. e zero. 

Se un’ equazione è incompleta , e il genere di ricerche esige che 
debba considerarsi come completa , si suppliranno i termini man- 
canti dando a questi per coefficiente sero. Cosi l’ equazione ' 
X* — 7x* + 3 = 0 si fa figurare come completa scrivendo 
x'+0.x* + 0.x‘ — 7x* + 0 .'x+3=0. 

Se i coefficienti di un’ equazione sono numeri , l’ equazione si chia- 
ma numerica', se lettere, letterale. 

331. Il primo membro di un’equazione ordinala, potendo rap- 
presentarsi per /(x) , un’ equazione sarà spesso compendiosamente 
rappresentata da 

yrx)=o. _ (4) 

Si avverta cbe non dovendosi per ora considerare che le sole 
funzioni intere , il simbolo J{x) è ristretto a rappresentar una fun- 
zione intera d’x, o un polinomio ordinalo secondo le potenze in- 
tere e positive d’x, a meno che non si arverla il contrario. Di 
più i coefficienti si suppongono sempre quantità reali. 
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CAPO I. 

PEOPEIETA’ DELLE FimziONl UfTERE. 
— B* — 


ART. I. 

Variazioni delle fumtoni intere. 


332. Sia 

j\x) = a^x* - 4 - o,jr"“ 4- a^x" ' ■+■ a^,x -Jr Om (1) 

una funzione intera d’ x. Se in vece d ’ x si scrive x -+-y , si avrà 

/{j;4-y)r=a,{j;-!-y)*4-a,(x-t-y)"''4-a.(x+y)-*4-..4-o^‘(x4-y)4-a.(2) 

Ora è chiaro che sviluppando questi binomi con la formola del 
n° 22G e riunendo i termini che moltiplicano la stessa potenza d'y, 
il polinomio proposto acquisterà la forma 

J[x+y)=P^-^P,y+P^'-^Py+. . . .+Py. (3) 

Trattasi di determinare i coelGcienti P^, /*, , /*, , ec. 

A tal uopo è da osservarsi che nello sviluppo di lutti i binomi 
contenuti nella (2) le potenze d ’ y procedono con lo stesso ordine ; 

f )er conseguenza P^ sarà la somma di lutti i primi termini, Pj/ 
a somma di tutti ì secondi termini , P^^ la somma di tutti i terzi 
termini , cc. 

Quindi si formerà da P^ , P^‘‘ da P,y, e in generale un ter- 
mine dal precedente con la stessa regola con cui un termine del 

binomio si forma dal precedente. 

Or so nell’ identità (3) si fa y=0, si ha f{x)=I\, cioè P„ è ugua- 
le al polinomio proposto. E poiché tutti i terzi termini de' binomi 

hanno per fattore ^ , tutti i quarti termini hanno per fallo cc. , 
seguendo una notazione uniforme gli altri coelGcienti della (3) si 
possono rappresentare per f'{x),-^J"{x), cc. ; e allo- 

ra si ha 
f{x-i-y) 

Quindi scritto il polinomio dato , y'{.r) si formerà da /\àr) moltipli- 
cando ogni termine per l' esponente d’ j; e dividendo per x , /"{x'j 
Cl. di Jly. 2G 
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si fomicri da /'{x) con la stessa regola, e cosi per gli altri (n“227). 
Si avrà perciò 

J\x) = a,x'‘-i-a^x^' + . . . . +a,.,x + a., 

J'{x) = na^xT' + (w — 1 )a^x’-' -f- (n — 2 )a,x’-^ + ... -i- a .., , 
/'(x) = n{n — l)o„ar*4-(n — 1)(« — 2)a,x-^+ . . . -^2a^., 
ec. 

Questi sono i coefficienti delle diverse potenze A’ y. 


333. I polinomi f'{x ) , f"{x ) , ec. , siccome derivano l’ uno dol- 
r altro nello stesso modo , si chiamano le derivate di f{x) ; f'{x) 
è la prima derivata ; f'{x ) , la seconda ; oc. 

Due cose fa d' uopo avvertire nel prender le derivale. 

V II termine clic non contiene a:, che nel polinomio dato è 
l’ultimo, dovendosi considerare come moltiplicato per x° , sparisce 
quando si prende la derivala , perchè questo termine secondo la re- 
gola dev’ esser moltiplicalo per 0. 

2° Poiché in una funzione intera per ogni derivazione si di- 
strugge un termine o l' esponente d’j; del termine o„x" diminuisce 
di un unità , si avrà necessariamente 

= «{« — l)(n — 2). . .3.2.1.«, , e quindi 


1 

2.3.. 




Perciò la forroola (t) si può scriver più semplicemente 

/Jx-i-y) =/(x) +/'(.r) . y -+- .y' + + . (Ì5) 

Esempio. Sin J{x) — 2x‘ — o.r’-t-7x — 2; sarà 

f{x) = 6x- - lOx -H 7 , jf"{x) = 6x - 5 . ^^f"{x) = 2. 

E quindi 

J\x-i-y]=2x' — jjj*-+-7x — 2-t-(6x* — 10x-f-7)y'>t-(6x — ìi)y*-f-2y\ 

334. Se nel polinomio (1) si sostituisce in luogo d'xun numero 

a ualunque 4 , si avrà per risultamcnto un numero , il quale può in- 
icarsi pery(4). Or se il valore 4 dato ad x si aumenta di una 
quantità y , cioè se si fa x = 4 + y , si avrà 

f(à+y)=M+f{à). y-t- i/"(4)-y“+ . (6) 

e r aumento che ha ricevuto J'{/i) è rappresentalo da 

f(à+y)-f{à)=f'{h).y+lm- ( 7 ) 

Così se nell' cs. precedente si fa x=l , si ha 
Z'(l-)-y)=2-l-3yq-y*-|-2y’ ; e il polinomio dato, il quale quando 
era xbsI aveva il valore 2, per raumenlo y che si è dato ad 1 
ha ricevuto l'aumento -f- 3y H-y’ -t- 2y’. 
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Nella (6) rimellendo por y il valore j; — A, si ha 
che è lo stesso polinomio (1) messo sotto altra forma. 


33o. Teorema I. In un polinomio ordinato secondo le poterne 
decrescenti della x , jacendo crescere x ind^nitamente sì dece 
arrivare ad un valore d x dopo del quale i risullamenti saranno 
costantemente dello stesso segno del primo termine \ e facendo 
diminuire x indefinitamente , si deve necessariamente arrivare ad 
un valore dopo del quale il polinomio darà sempre risultamenti 
dello stesso segno deli ultimo termine. 
in effetti la funzione 

( 1 ) 

dividendo ogni termine per ap ^" , si può metter sotto la forma 


ajf 


( 


Qj 

- 1 

\ - 1 



a^x 

r* t * • . 

«0* 




(9) 


ed è evidente che siccome le frazioni ec. diminuisco- 

no a misura che cresce x ( n“ 271 ), facendo crescere x indefinita- 
mente , si deve arrivare a un valore che rendo la somma numerica 
di tutte queste frazioni minore di 1. Dopo questo punto la oiiantilà 
chiusa tra parentesi sarà sempre positiva , e il risultamento clic darà 
il polinomio avrà costantemente il seguo dell' altro' fattore , che 

è precisamente il primo termine. 

Inoltre la funzione (1), col dividere ogni termine per a, e scri- 
vere in ordine contrario, si può metter sotto la forma 



1 1 




a. 



( 10 ) 


Dando ad x valori minori dell’ unità , i termini , 


a,^,x 


ec. di- 


vengono tonto più piccoli quanto più piccolo è il valore d’ x ; sic- 
ché facendo diminuire x indefinitamente si arriverà ad un valore 
che renderà la somma numerica di tutti qiie' termini minore di 1. 
Allora , mantenendosi sempre positiva la quantità chiusa Ira paren- 
tesi , il segno del risultamento dipenderà costantemente da a. , che 
è r ultimo termine. 



336. Il valore d ’ x dopo del quale la funzione conserva sempre 
il segno del primo termine dovendo esser tale che renda il primo 
termine maggiore della somma numerica di tutti gli altri , se si 

rappresentano per //, , //, , //, , ec. , i valori numerici di — , 

Off 

— , — , ec. si dovrà soddisfare alla condizione 
o<, "o 

X* > //,x"->-|- (11) 
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Rappresentando per II il massimo di questi coeflicìenti , è chiaro 
che se si trova un valore di x che soddisfa alla condizione 

X’ > .... - 1 - Ilx-^Il , (12) 

mollo più sarà soddisfatta la (11). Or si ha (n° 94) 

X —1 

quindi basterà soddisfare all’ ineguaglianza 

X*— 1 // 

a:* > // j , ovvero x" > ^ ^ (x” — 1). (13) 

Ma questa condizione resta soddisfatta , quando per x si prende un 
valore che rende ^ ^ eguale a 1 , o minore ; perciò x dev’ esser 
determinato dalla condizione 

— — I » cui si ottiene x ~ //+ 1 ; (14) 


cioè quando si è giunto ad un valore d'.r eguale all’unità accre- 
sciuta del valor numerico del massimo coefficiente diviso pel coef- 
ficiente del primo termine , questo valore c lutti quelli più grandi 
daranno sempre risultaraenti dello stesso segno del primo termine. 

Nel secondo caso deve aversi 

a. >//,., x-t-//„.,x’-H. . . .-f-// x"'4-//„x* ; (IS) 

e per le considerazioni precedenti basterà soddisfare alla condizione 
fl.>//x(l+x-t-x^-}-. . . .+x" ‘). 


ovvero 


a,>Hx {\ — ovvero 1> — j^—r(l — x’). 
\ l — X /' 0.(1— x)' ' 


(IG) 


Si soddisfa evidentemente alla (IG) c quindi anche alla (IS) facendo 

//. 


«.(t— -rX 


da cui ricavasi 


_ 1 


^ r , , ovvero x ^ 

< o.-h//’ < 


1+" 

an 


( 17 ) 


337. Teorema li. Jn un polinomio intero rispetto ad \ è sem- 
pre possibile far variare x in modo che la variazione che riceve 
il polinomio sia minore di una quantità data r , per quanto pic- 
cola essa sia. 

Sia f(x) il polinomio dato ; e sia 4 un valore qualunque dato 
ad X , sarà f[A) il valore che riceve il polinomio. Or se A si au- 
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menta di una quantità piccolissima y , l’ aumento che riceve il po- 
linomio sarà (n“ 334) rappresentato da 


m-y^\r\h).y'+-^r\h).y'^. . . + a^. (18) 


Dovendo la somma numerica di tutti questi termini esser minore 
di r , se si chiami H il massimo coefficiente , dovrà aversi 


e quindi ( n' prec. ) 


f >Hy 


1— y* . 
1-y ’ 


Dunque qualunque sia r , si potrà sempre per mezzo della (19) de- 
terminare un valore dì y che renda la (18) minore di r; perciò 
potrà farsi variare x per quantità cosi piccole, che le variazioni 
corrispondenti di f{x) riescano minori di una quantità data r. 


338. E poiché variando x por pradi piccolissimi anche f[x) va- 
ria per gradi piccolissimi , c quindi per lutti i valori possibili d'x 
ad un aumento piccolissimo d'x corrisponde un aumento piccio- 
lissimo di f{x ) , un polinomio intero rispetto ad x varia in una 
maniera continua tra 4- oo e — oc ( n° 277 ). 


ART. II. 


Scomposizione de’ polinomi in fattori del primo grado, 

339. Sia 

y^„X*-|-^,X*-’4-y/,X^’-+- .... ->rA..,X-^A. (1) 

una funzione intera d'x che per compendio é rappresentala da f{x). 
Si divida J[x) per lo binomio di primo grado x — a, e sia Q il 
quoziente ed li il resto. 11 quale , dovendo esser di grado inferiore 
al divisore , sarà di grado zero , ossia non conterrà x. Si avrà 
quindi l' identità 

J{x) = Q[x-a)^B. (2) 

Se nella (2) si fa x=a , R non cambia, perchè non contieae x ; ' 
e risulta 

S{a)=R-, 

cioè il resto della divisione proposta è uguale al numero che si ot- 
terrebbe sostituendo a in luogo d’x nel polinomio. 

Viceversa, si può ottenere il risiiltamento della sostituzione di una 
quantità qualunque a in luogo d’ x , cercando il resto della divi- 
sione del polinomio per x— a. 
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340. Il quoziente > dovendo esser di grado n — 1, sia rap- 
presentato da B^af' 4-5n. E allora la identità (2) 

diviene 

A^x*->rA^3r'-\-A^3f'-\- -^A^tX-^A. 

= (a:— +5..,)4-/f. 

EiTettuando il prodotto indicato, e riunendo i termini che conten- 
gono la stessa potenza d' x , si avrà l’ identità 

A^xf-^A^-'-^A,x""-\- +A^,x-^An 

x=iB,xr-^{B,-aB^)xr' +(5, — aB,)x ^’-^. . . -t -(5,., - aB^,)x+R- aB^,, 
la quale si risolve nelle seguenti ( n° 214 ) : 

A,=^B^, A^=B^ — aA,, A^=B, — aB„....A,=B—aB„.x. (3) 

Siccome le espressioni che compongono queste eguaglianze (esclusa 
la prima ) si ottengono tutte con lo stesso processo di calcolo , per 
passare dall’ una all’ altra basta aumentar gl' indici dello stesso nu- 
mero di unità. Quindi chiamando A un indice qualunque , si avrà 

Ak=Bi — aBi; , da cui Bk=iAk-\-aBi., ; 

perciò ogni coefficiente del quoziente è uguale alla somma del coef- 
fìcienle precedente moltiplicalo per a e del coefficiente corrispon- 
dente del dividendo. Dunque i coefficienti del quoziente e il reslo, 
dopo scritto il primo cocuicientc che è uguale al primo del divi- 
dendo , si ottengono con la massima facilità sommando col coelii- 
cientc del dividendo quello già ottenulo moltiplicato per a. 

Sia per es. il polinomio 

2a;‘— 9x*+2x*-t-8a:*— 5x-t-4 

che si debba dividere per x — 2. Per maggior facilità si disporrà 
il calcolo nel modo che qui si vede ; 

Divid. 2a:’— 9 j:«-+- 2x’ 4- 8x*— Sx-h 4 
-f-4 —10 —16 —16 —42 

Quoz. 2x* — 5x* — 8x* — 8x — 21 | — 38 Reslo 

cioè scritto il primo termine 2x* , sotto il secondo termine si scri- 
verà •+4=:2.2 ; otienuto il coefficiente — S , sotto il terzo termine 
si scriverà — 10 = — S.2 ; c così di seguito. 

Allorché si cerca il risultamento della sostituzione di a in luogo 
d' X in un polinomio , in vece di praticar la sostituzione , giova 
preferir questa operazione che è di molto più breve. 

Bisogna rammentarsi ( n° 330 ) che se nel polinomio mancassero 
de’ termini , questi si supplirebbero dando loro per coefficiente zero. 
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Dalle relazioni (3) con la sostituzione successiva si ottiene ' 

B^^A^-{-Afi-±-A^a' , B^—A,-\-Aji-\-A^-\~Ajf, 

B,.i'^A^,-\rA,.,a - 4 -.. , ( 4 ) 

Iì= /é.+A^tO+At^^a'-^- Ajae'-^-Ajp . 

Quest’ultima relazione coincide coi risultamento ottenuto al n° 339. 

341. Teoeeiu 1. Se la funzione 

a.x" -t- -t- a.ar* -t- -+-a,.,x + a. (S) 

ti riduce a zero per un valore x = x,, dico che essa sarà esat- 
tamente divisibile per x — x,. 

Si rappresenti per f{jè) la funzione data, e supposto che nel far la 
divisione si trovi Q per quoziente e* B per resto, si avrà l’ identità 

f{x)—{x—x^)Q+B, 

nella quale messo x = x, , si ha 0=^7; cioè la divisione si fa 
senza resto. 

Questo teorema si può dimostrare in un altro modo, che ha sul 
precedente il vantaggio di mettere in mostra il fattore comune. Di- 
fatti secondo l’ ipotesi si ha 

-l-a,..x.-4-o.=0. (6) 

Se dal polinomio (3) si elimina a. per mezzo della relazione (6) , 
il che può ottenersi subito togliendo la (6) dalla (o) , il polinomio 
dato acquisterà la forma 

afe’ — xfj-i-afxr' — X,"-).-*- «.(^* — ^i*") H- • • ■ • 4- a.-.(x — x,). 

Or questa espressione ha evidentemente per fattore x — x, ( n* 90 ); 
il che dimostra il teorema. 

342. Viceversa, se il polinomio (3) ha per fattore x — x„ es^o 
si ridurrà a zero quando si fa x=x,. 

Imperocché essendo 

y(x)=s(x — x^Q , 
l’ipotesi x==x, dà f{x,)=dO. 

343. Se il polinomio (3) si riduce a zero allorché x=0, é ne- 
cessario che sia a.ssO , cioè il polinomio deve avere la forma 

xv(x). (7) 

Da ciò si deduce il teorema seguente. 

Teobema 11. Se il valore x=a +^[^ — 1 sostituito in f{x) dà 
un risultamento eguale a zero , sarà f[x) divisibile algebricamen_ 

e per x—a — — 1. 
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In effetti fatto — 1 -t- u, si avrà una funzione di « die 

deve ridursi a zero quando «=0 , perciò che — « — ,91^ — 1 . 

Questa funzione adunque deve avere la forma (7) , e quindi esser 

divisibile per » cioè per x — a — — 1. 

6i osservi che essendo J{x) una funzione reale si ha , 

) J{x)p \/~l 

0 il quoziente richiesto avrà la forma P-i-Q\/ — 1. Or se si mette 

/(a-)=(/’+eV/=r)(x-«-i3l/ri) . 

Q uesta eguaglianza è soddisfatta per x=«-{-^V^ — 1 ; il che pruova 
teorema in un modo uniforme al teorema I. 

344. Tkobema Ili. Sia 

o,a:"-ho,a;^‘rhOaX"* + -j-a^,x-ha. 

una funzione intera d x di grado n , rappresentata da f[x) ; 
sia m minore di n , ed ima serie di valori distinti 

sien tali che ciascuno di essi messo in luogo d x riduca a zero 
f{x) ; dico che f{x) sarà esattamente divisibile per lo prodotto 

{x—x,) (a-— Xa)(x— j',) {x—xj. 

In cIFctli , poichò per ipolesi f{x) si riduce a zero allorché per x 
si mette x, , sarà f{x) divisibile per x — x, , e chiamando f{x) il 
quoziente che dev’ esser di grado n — 1 , si avrà 

f{x)=z{x — x,)f{x). 

Se in questa identità si metto uno qualunque degli altri valori 
a*, , X, , ec. compresi nella serie (8), il primo membro sarà zero , e 
il secondo membro non potendo andare a zero per il fattore x — x,, 
giacche i valori suddetti son tutti diversi , è necessario che si ri- 
duca a zero f{x). Perciò f(x) si riduce a zero allorché per x si 
mette uno qualunque de’ valori x^ , x,, . . . x„. 

Ragionando sopra f{x) come sopra f{x] , si avrà 

A(x) = (x — x,)f(x), 

dove y»(a?) é un polinomio di grado » — 2 che si riduce a zero 

per ciascuno de’ valori rimanenti x,, x^, x„ Così continuando 

a ragionare e adoperando sempre una notazione uniforme, si avrà 

/(x)=(x—x,)/,(x), 
f(x) = (x — x^)/,(x), 
f(x)=(x—x,)/,(xj, 

f..(x) = (x—x'^)f.(xj; 
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dalle quali eoa la aoatituiione aaccessiva , OTfcro eoi moltiplicarla 
per ordiae ed omettere il fattore comune risulta 

/(x)=(x— x.)(x— ,ar,XaJ— X,). . . {x—x»)f.{x). (9) 

Quest’ ultima forma di J'(x) dimostra il teorema. 

84 j. Se fosse m = n, cioè se il numero de’ valori (8) fosse quan- 
to è il grado del polinomio, sarebbe 

f[x)=a,{x—xjx—x.){x—x.) .... {x—x.). (IO) 

346. Se nella formola (9) il fattore si riduce a zero per 
ciascuno de’ valori compresi nella serie (8) o per una parte di essi 
solamente , si avrà 

/„{x) = (x — x,Xx — x.Xx — X. ). . . . (x— x,)/».(x). 

E se nuovamente /^(x) si riduce a zero per tutti o per alcuni dm 
valori compresi nella serie (8) , si avrà 

/.(x)= (x— xjx— x.Xx— X,) ..../«•■ (x). 

E se cos'i potrà proseguirsi finché non vi restino che fattori del pri- 
mo grado , la funzione prenderà la forma 

J\x) = ajx — x.)*(x — x.)*(x — X.)'. ... (Il) 

dove 4,4, /.... sono numeri interi e positivi. 

347. Teoeema IV. La scomposizione del polinomio (S) in fattori 
del primo (jrado non si può fare che in una sola maniera. 

In effelli , supposto che la funzione (i5) abbia acquistata la forma 
(10), sia , se può essere , divisibile per un fattore x — a , essendo 
a una quantità non compresa nella serie 

X, , X, , X, . . . . Xa j (12) 

chiamato Q il quoziente àifx) diviso per x — a, si avrà l’identità 
o.(x — x,Xx — x,Xx — X,). . . .(x— x.)=Q(x — a). 

Fatto x=a, il secondo membro si riduce a zero, c il primo non 
può ridursi a zero se non è zero uno dei fattori , cioè se a non è 
uguale a uno de’ valori della serie (12). 

348. Da ciò segue che una funzione intera di grado n che si 
riduce a zero per un numero di valori d' x maggiore di n , convie- 
ne che sia zero da sè , cioè ogni coefficiente dev’ essere eguale a 
zero; e si avrà o,=;0, o, = 0 , a, = 0, ec. 

Similmente due polinomi , ciascuno di grado n , che divengono 
eguali per un numero di valori d’ x maggiore di n , debbono es- 
sere identici. 

Queste deduzioni coincidono con ciò che si è detto al n* 214. 
JSl. di Jlg. 27 
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349. Teorema V. *Sfl un polinomio intero rispetto ad x e con 
coefficienti tutti reali è divisi bile per x—a — ^\J — 1 , sarà anche 
divisibile per x- <*■■) — 1. 

In offeUi , rappresentando per f[x) il polinomio dato , sarà 

(n“ 343) 

/(;r)=(;’-t-0l/-lXx-— ^V/=T) (13) 

d’ onde 

Siccome f{x) non contiene 1/ — 1 , questa eguaglianza si risolverà 
nelle due ( n“ 211 ) 

f{x)=P{x-a}^PQ , Q{x^a)-P^=0. (14) 

Or se si cambiano i segni di Q e di P , le eguaglianze (14) non 
si alterano; perciò se ha luogo l' eguaglianza (13) dovrà anche ve- 
rificarsi r altra 

/(x)=(/'— 

cioè f[x) sarà divisibile per x — <i+^V — 1. 

330. Da ciò segue : 1° che i quozienti che risultano dalla divi. 

sione di f[x) per x — — 1, e per x — «— jSl/— 1 son due 
espressioni conjugale ( n° 193 ) ; 2° che quando f{x) è divisibile 

per x — a — pi/ — 1 , sarà anche divisibile per lo prodotto 
{x—<s — p\/ — 1)(j: — — 1), cioè per 
x ' — 2aj;-t-<«'-hP*=(j; — “)*-Hp*. 


S&l. Sia 

^*)=a„-4-0i*-t-o,a;»-h. . . .-Hi»*»"-»-. . • (16) 

un polinomio di grado qualunque ; se si divide per 1 , il resto sarà 
un polinomio di grado» — 1 che può trovarsi facilmente. All'uopo si os- 
servi , che essendo ( n° 92 ) *"”*—( — If divisibile per x’-t-l , si può 
scriver 1* eguaglianza 

*'"— (— 1)" = (l(*"-»-l). (17) 

Sia l un numero intero inferiore a n; moltiplicando la (17) per *' e isolan- 
do il termine , si ha identicamente 

j.mn-hJ — ^x^(a;"-4-l) (— l)"**. (18) 

Trasformando per mezzo della (18) ogni termine del polinomio (16) in 
un polinomio divisibile per x"-l-l c in un resto, c chiamando A' il 
quoziente , si ha 

/(*) = A(*--t-l) 

-+-(«. — o. -1-0..— ■•••)^(a> —«»+• — (19) 

-»-( o* — a.-t-t -t- . ...)*» -+- 

—f-(o. — I — " 01. _i 03... , ” . . . )*" — * 
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Nella (16) ti cangi 2 in • e «i prenda per dimore il binomio i*+I; 
si avrà l’ identità 

J{i) =s /(••-i-1 ) H- («o— ... .) -H (o,— o, +a,— . . .)i ; (l?0) 
la quale si risolve nelle due 

J{i) = (a„ — a,-H« 4 — — ) + (ai — a,-+-a, — — ){ , i*4-l=0 ; 
ed eliminando la t , si ha 

(21) 

e siccome la trasformazione (20) i indipendente dal valore della t , si vede 
che il calcolo delie espressioni immaginarie non è che una conseguenza 
necessaria delle regole fissate pel calcolo algebrico sulle quantità reali. 

352. Per applicazione si consideri il prodotto ; ordi- 

nandolo rispetto a t, si ottiene 

(a+6{){c-i-di) = ae-h(ie-Hid)i-+-id{* ; 
e quindi si avrà 

(o-t-i» )( c-h/i) = ae — 6d -f- (6e+ad)i , s’-i-laO. 

Facendo c=a d=6 , si ottiene 

(a*-i-ài)(<i — 6i) = a‘-ì-6* , i'Mrlt=0. 

Si ha inoltre 

(a — 6i){e—dt) = ac — dò — (òe-Hid)i ; 
e moltiplicando la prima e la terza , si ottiene 

(o*-l-à*)(c*-f.</*) = (ac — 6d)' -H (àc-tW)*. 

Se in questa eguaglianza si cambia il segno di d si ha pure 
(a*-l-à*)(c*-i-rf*) = (oc-4-àd)* iic—ad)'. 

Queste ultime eguaglianze , essendo indipendenti da i sono vere qua- 
lunque sia t, cioè anche quando non si ha i'-i-l=0. E di fatti , i due 
membri rappresentano il prodotto de’ resti de’ fattori di una stessa fun- 
zione divisi per i’-l-l. 

Se si ha 

(a-hòiy s= a* -4- no"- 'ài -i- o— àV-H ec. 

sarà anche per t'-{-l=0 

(a-hil/-{y=a'— a— i*-f- ec . 

1 .2 

( , n(n — 11(n — 2) , , \ . 

a—‘ò — . . .. I 1 /- 1 . 

Questi risullamenti e tutti gli altri che potrebbero ottenersi con facilità 
coincidono con quelli ottenuti ne’ u' 199 e scg. 
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ART. III. 

liieerea del mastiino comun divisore fra più polinomi. 

3S3. Sieno F[x) e f{x) due polinomi interi rispetta ad x. I bi^ 
nomi di primo grado ne’ quali si può intendere scomposto ciascun 
polinomio ( n° 34o 1 si dicono i suoi fattori primi. 

1 fattori primi di un polinomio sono rispetto al polinomio quel 
che sono rispetto a un numero i suoi fattori primi. Quindi avviene 
che non solo su i polinomi si verifica la proprietà dimostrata al 
n° 347 , ma con leggiera modificazione ne’ ragionamenti , si po- 
tranno su di essi dimostrare alquante delle proprietà stabilite nm 
n‘ 97 e 98 iutorno alla scomposizione de' numeri. 

31>4. Se i due polinomi F\x) e f{x) fossero scomposti in fattori 
primi , sì vedrebbero subito i fattori comuni ad amendue. Ma per 
trovare , senza ese^ir questa scomposizione , il polinomio che con- 
tiene il prodotto di tutti i fattori primi comuni , si può, stante l’ofea- 
lo^ia fra le proprietà de’ fattori primi de’ numeri e quelle de’ fattori 
primi de’ polinomi , tenere un metodo analogo a quello che si segue 
per trovare il massimo comun divisore fra due numeri. Anzi questo 

E rocesso di calcolo offre un modo di scomposizione , che renne più 
reve la ricerca de’ fattori primi de’ polinomi. 

Suppongasi che de' due polinomi dati f{x) sia quello di {rrado 
più elevato. Si divida F{x) per f(x ) , e si spinga la divisione finché 
si possa ottenere un quoziente intero rispetto ad x. Rappresenti Q il 
quoziente e fi{x) il resto che sarà di grado minore di j{x). Si avrà 

F[x)==Qf{x)-^nx). (1) 

Or tutti i fattori comuni a F(x) c f(x) debbono esser comuni an- 
che &J[{x). Imperocché se x = x^ è un fattore comune a’ polinomi 
dall, si avrà l'(x,) = 0 , J{x^)=Ò; perciò se nella identità (1) si 
mette x, in luogo d’x, si avrà f^{x^) = 0 e quindi /j(j) avrà per 
fattore x — x, (n'341j. Dunque lutti i fattori primi comuni a’ due 
polinomi dati saranno necessariamente comuni al resto J,(x). 

Similmente dividendo f{x) per^(x) e chiamando f,{x) il resto, 
lo stesso ragionamento porterà a concliiudere che tutti i fattori pri- 
mi de’ due polinomi dati debbono esser necessariamente comuni a 
fj(x). Sicché passando sempre il divisore per dividendo, c il resto 
per divisore , e con metodo uniforme protraendo l’ operazione fin- 
ché s’incontri una divisione che non lasci resto, l’ultimo divisore 
conterrà lutti i fattori primi comuni a’ polinomi dati. 

In clfetti estendendo l’ adottala notazione , c supponendo per fis- 
sar le idee che la divisione che non dà resto sia la quarta , le ope- 
razioni prescrìtte daranno luogo alle seguenti eguaglianze : 

F{x)==Qf(x) +/;(x), 

ar}=(rm-, 
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le qaali hanno fra loro tal dipendenza , che qnalanqne ralore d'« 
riduca a zerof^x), ridurrà a zero tutte le altre funzioni ; e per- 
ciò J,{x) conterrà tutti i fattori primi comuni ai due polinomi dati 
F{x) e f{x). 

Siccome in ogni divisione il resto è di grado minore del divi- 
sore , si deve con l’ indicato processo necessariamente pervenire o 
a un resto nullo o un resto indipendente da x. In quest' ultimo caso 
si può conchiudere che i due polinomi dati , o non hanno alcun 
divisore comune , o se Io hanno dcv' esser indipendente da a; e deve 
perciò dividere i coclllcienti. 

35S. Ordinariamente non si tien cohto che del solo divisore in x. 
In tal caso sarà permesso in ogni divisione di sopprimere o d’ in- 
trodurre fattori comuni indipen^nti da a; , i quali , perciò che non 
contengono x , non possono alterare il divisore in a; di cui si fa 
ricerca. La soppressione di un fattor comune ne’ coefficienti è utile 
per operare sopra polinomi più semplici ; e l’ introduzione di un 
fattor comune indipendente da x dev’ esser diretta all’ oggetto di aver 
nel quoziente termini interi rispetto a tutte le lettere. 

Allorché uno de' polinomi contiene un fattore in x comune a tut- 
ti i termini , e questo non c un fattore comune dell’, altro polinomio, 
non potrà far parte del divisore che si cerca; e perciò sarà per- 
messo di sopprimerlo o da principio o nel corso dell' operazione. 

Conviene avvertire che essendo importante di operare sopra espres- 
sioni piu semplici , bisogna sopprimere il più gran fattore possibile, 
e introdurre il più piccolo faltord che rende possibile la divisione 
del primo termine dei dividendo pel primo termine del divisore. 

Sia per es. 

/’(x)=2j?’ — 3ax*r4r’óa’'a;’— 4a’x* , f{x)=9ax' — 2Io'a:-f-12a’. 
Nel primo si può sopprimere il fattore X*, nel secondo il fattore Sa. 
Si avranno allora i polinomi più semplici 

2x‘ — Sax^-f-Sa^x — 4o’ , 3x* — lax-ì-ia'' 

Moltiplicando il primo per 3 ed eseguendo la divisione , si ha per 
primo resto Sax* -i-Ta'x — 12a*, Sopprimendo il fattorea, e mol- 
tiplicando per 3 , si avrà lox*-+-21ax — 12a’ che diviso per 
3x* — 7aa:-f-4a* lascia per resto UGax — SCo*. Soppresso il fat- 
tore comune S6a , rimane x — a. Si passi 3x* — 7ax-i-Aa* per 
dividendo e x — a per divisore ; fatta la divisione si La un resto 
nullo; perciò x — a è il divisore comune cercato. 

Se i polinomi fossero piìi di duo , cioè F(x), f{x), <f(x), •■l>(x), ec. 
per trovare il polinomio in x che contiene i fattori primi comuni 
a tutti , si procederà nel seguente modo. Cioè sia D il divisore che 
contiene i fattori comuni ài F{x) e f{x), D, il divisore comune di 
D e f(x), sarà D, il divisore comune di F(x) , f{x], e Si- 
milmente se /), è il divisore comune di Z?, o yUx) , sarà il po- 
linomio che contiene tutti i fattori comuni di F(x) , f[x ) , f(x) e 
; e cos'i di seguito. 
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3S6. Il metodo precedente ricere qualche modificazione, quando 
si tratta di trorare non solo il divisore che contenea tutti i fattori 

r irimi in X , ma anche i fattori primi numerici o indipendenti da ». 
I polinomio che risulta dal prodotto di tutti i fattori comuni , o 
dipendenti o indipendenti da », dicesi il massimo comun divisore 
de'polinomi dati. 

Per ben intendere che cosa sia il massimo comun divisore preso 
in questa estensione , si considerino i polinomi 

-+- (I ) 

B,pr->nB,ar ' -hB,ar-'-i- (2) 

Se questi non contengono che la sola lettera x , i coefficienti 
A,, A,, ec. B,, B,, ec. saranno numeri , e converrà in primo 
luogo ricercare il loro divisore comune. Sia « questo divisor comune, 
io guisa che si abbia 

= . B,=ctQ^ .... Bt = nQt i 

i polinomi dati dopo la soppressione del fattore a diverranno 

P,»" + P,3f' + P,3f ‘+ 4-P, , 

-+- 0 . . 

Questi non contenendo piu alcun divisore comune indipendente 
da X, potranno esser sottomessi all’operazione prescritta nel n* pre- 
cedente ; e si potranno nel corso del calcolo introdurre o soppri- 
mere fattori indipendenti da ». Trovato il divisore D de’ polinomi 
(3) e (4) , kD sarà il massimo comun divisore. 

Se i polinomi fossero più di due , si opererà analogamente a ciò 
cbe si è detto nel n° prec. 

3S7. Se i polinomi fossero funzioni delle due lettere x ed y , 
ordinati secondo la lettera x nel modo che trovausi scritti i poli- 
nomi (1) e (2) , i coefficienti 

A, I A^ , A, , B, , B, , B,, , 

saranno polinomi che contengono la sola y. Operando su di questi 
secondo il metodo precedente , sia a il divisore comune numerico , 
e d \\ divisore comune in y ; c facendo 

Ak = , Bt = <idQk , 

soppresso il fattore comune ad , i polinomi si ridurranno alla forma 
(3) e (4). I quali non contenendo piu alcun fattore comune indi- 
pendente da X , potranno esser sottomessi all' operazione prescritta; 
e poiché niun fattore ìndipendente da x può far parte del massimo 
comun divisore , si potranno sopprimere i fattori che sou comuni 
all’ uno e non all' altro , e introdurre que' che servono a render 
possibile la divisione. Chiamando D il fattore comune in x, adD 
sarà il massimo comun divisore. 

Ciò che si è detto basta per indicare come si debba estendere 
il metodo al caso in cui i polinomi contenessero tre o più lettere. 
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CAPO U. 

PBOPaiETÀ GEHEBALI delle EQUAZlOZn. 


ART. I. 

Teoremi tuli ette lenza delle radici. 

3o8. Teorema I. Se due numeri p « q , positivi o negativi, 
sostituiti in luogo di. nell equazione 

f{x)=Q ( 1 ) 

danno risullamenli di segno contrario , fra questi due numerisi 
troverà almeno una radice reale dell' equazione . 

In effelli , essendo f(f) una funzione intera d ’ x , resterà conti- 
nua nell' intervallo tra e 7 ( n" 338 ) ; quindi cambiando di se- 
gno e non potendo divenire infìnita , conviene che passi necessa- 
riamente una o più volte per zero. Perciò tra /> e ^ vi sarà almeno 
un valore proprio a soddisfare I' equazione (1). 

Per rendere più chiara questa proposizione si divida l' intervallo 
tra e 0 in n parti eguali ; e supposto per fissar le idee che sia 

faccia q — p = nh. Sostituendo in f{x) 
1 valori p , p-\-h , p-\-2h , ^-|-34 .... p-^nh , si avrà una 
serie di risultamenti 

J(P)’ /(p-t-24), /(p-h34) 

tra i quali si debbono necessariamente trovar due termini consecu- 
tivi che hanno segno contrario. Sicno f(pj , f{q,) questi duo ter- 
mini. Siccome p^ e q, sono compresi \r& p e q , sarà 

p<p,. q>q,. 

Essendo inoltre y, — P,==^ > ai divida nuovamente questo intervallo 
in n parti eguali , in guisa che sia y, — pj=nh,. Sostituendo in ( 1 ) 
i valori , p,-t-34 ..... si avrà un altra serie 

di valori 

. 

fra i quali debbono necessariamente incontrarsi due termini conse- 
cutivi di segno contrario. Sieno f{p ^ , f{q^ questi termini ; e sic- 
come p. e y, sono compresi tra p, e q^ , sarà 

P.<P. . y.>7.- 

Dividendo nuovamente in n parti eguali l’intervallo g, — Pt=^^, 
cioè facendo qt—pt=nh, , si avranno due altri valori p, , y, com- 
presi tra p. e y, ; i quaJi sostituiti in f{x) danno risultamenti di 
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segno contrario. Così oontinnando sì otterranno due serie di ralori ‘ 

P ì Pt • P* • P> f P»“” 

?. y. . ?.* 7f - 

i primi crescenti , i secondi decrescenti ; ma essendo 

q—p=nh , f, — Pi==nhi , 7 .— , ec. 
h=nh^ , , A,=nA, , ec. 

«.quindi A=:nA,=n‘A^=n^A,=scc. , sarà 

q—p q — p q—p 

“• 

Perciò la dilTercnza fra un termine della serie inferiore e quello 
corrispondente nella serie superiore andrà imlefìnilamente diminuendo 
e potrà divenir minore di qualunque quantità data. Quindi i ter- 
mini suddetti si andranno avvicinando verso un limite comune, che 
può chiamarsi a. 

Di più essendo in generale ( n® 334 ) 
sarà 

cioè la differenza algebrica f{'/)—f{p) sarà tanto più piccola quanto 
più piccola è k. Ma si ha «>/<,,>■//,, >4, ,.... perciò le diffe- 
renze yfy) — /(p) 1 i{9i)~APi) > andranno indefinitamente dimi- 
nuendo ; cioè i termini delle due serie 

f<P)^f(pAf{P.)^f(pA ■••• 

/(7)./(7.)./(?J./(7.). • • • • 
si avvicineranno pure verso un limite comune f(a}. Ma i termini 
della prima serie son sempre negativi , e quelli della seconda sem- 
pre positivi ; quindi f{u) che è un valore finito comune alle due se- 
rie non può esser diverso da zero. Perciò sarà J\a) -- 0 , cioè esi- 
sterà un certo valore a compreso fra /> e 7 proprio a verificare 
l’equazione ( 1 ). 

3o9. Viceversa , se i due numeri /> c 7 comprendono una sola 
radice a, f{p) e f{a) saranno di segno contrario. In effetti facendo 
crescere x per gradi piccolissimi , dopo il valore p sino a 7 , in 
questo intervallo incontrandosi il valore a , f{x) passerà per zero, 
e perciò deve cambiar di segno. 

In generale , se nell’ intervallo tra e 7 , f{x) passa una sola 
volta per zero , f{p) e J{q) avranno segno contrario; se passa due 
volte per zero , avranno lo stesso segno ; se tre volte , segno con- 
trario ; e così di seguito. Quindi sej{p) e f(q) hanno segno con- 
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trario , tra e ^ vi sarà uoa sola radice o un numero impari di 
radici ; se hanno lo stesso segno , tra e ^ vi sarà un numero 

pari di radici o nessuna. 

360. Teosemà 11. Ogni equazione di grado impari ha necessa- 
riamente una radice reale , di seguo contrario al segno dell’ ul- 
timo termine. 

Si rappresenti per L il numero che messo in luogo d ’ x rende 
il primo termine maggiore della somma numerica di tutti gli altri 
{ n“ 33S ) c per / il numero che messo per x rende 1’ ultimo ter- 
mine maggiore del valor numerico di tutti gli altri termini. Sia 

X = 0 

4in’ et]uaziunc di grado impari con l'ultimo termine negativo. Fat- 
to x=-\- L si ha un risiillamento positivo; fatto x = -^l, si ha 
un risullamenlo col segno dell’ ultimo termine , c perciò negativo. 
Dunque tra - 4 - Z e -t-/ vi sarà una radice reale ( n® pi^ec. ). . 

Se l'equazione ha F ultimo termine positivo , fatto x = — / si lia 
un risultamento dello stesso segno dell’ ultimo termine, e perciò positi- 
vo ; fatto — L si ha un risultamento negativo , perchè il primo 
termine diviene negativo. Perciò tra — / e — A vi sarà una radice. 

361. Teorema III. Ogni equazione di grado pari con V ultimo 
termine negativo , ha almeno due radici reali , una positica e 
r altra neqativa. 

Ritenendo le stesse denominazioni di cui si è fatto uso nel pre- 
cedente teorema , e osservando che la sostituzione di H- Z o di — L 
in luogo d' X dà sempre risultamento positivo , perchè il primo ter- 
mine che è una potenza di grado pan resta positivo , si vedrà che 
le sostituzioni di -l-Z, -t-f, — /, —L danno risultauienti co’ se- 
gui seguenti : 

x—-\-L 4- j 

x—-\-l — 

x=—l — 

X’^z—— ìj , -f- 

Perciò vi sarà una radice tra -t-Z e-t-/, e un'altra tra — l e — Z. 

Si noti che in questo teorema e nel precedente in vece di Lèi 
si potevano prendere per limiti x e 0. 

362. In virtù di questi due teoremi si vede che esistono due 

classi estesissime di equazioni , cioè quelle di grado impari e quelle 
di grado pari con l’ ultimo termine negativo, che ammettono una 
radice reale. Le sole equazioni di grado pari con l’ultimo termine 
positivo sono quelle che potrebbero non ammetter radici reali. Te- 
nendo però conto delle radici immaginarie si può stabilire il se- 
guente teorema generale. • • 

El. di Mg. 28 
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Tiobeua IV. Ogni equazione ammette necessariamente una ra- 
dice , o reale o immaginaria. 

Siccome le equazioni <Ii grado impari c quelle di grado pari con 
r ultimo termine negativo ammettono una radice reale , basta di* 
mostrare il teorema per le sole o(|uazioni di grado pari con 1' ul- 
timo termine positivo. Sia perciò 

a^x" -+- -t- -i- a..,x — a, , = 0 (2) 

un’equazione di grado pari con l'ultimo tcrmiuc negativo. Essen- 
dosi dimostrato che questa ammette una radice reale , questa radice 
dovrà esser necessariamente composta per mezzo de’ coefficienti del- 
r equazione. È evidente inoltre die tutti i coelficienti debbono con- 
correre alla formazione dell’ espressione della radice , perchè se uno 
ne mancasse , per es. , questo nell' equazione (2) potrebbe va- 
riarsi ad arbitrio ; e allora chiamando questa radice indipendente 
da il polinomio 

di primo grado rispetto ad a , si ridurrebbe a zero per qualunque 
valore di il che è assurm» (n°348). Ciò posto sia 

« = o. , a, — flj (8) 

r espressione di questa radice. E indubitato che si passa daU’eqiia- 
cione (2) alla ^3) per mezzo di una serio di operazioni che non al- 
terano le relazioni che l'equazione (2) stabilisce fra le quantità co- 
gnite e r incognite. Dunque le equazioni (2) e (3), esprimendo sotto 
diversa forma la medesima relazione, possono esser sostituite l'ima 
all’altra. Or la (3) è soddisfatta se peraisi mette 
perciò anche la (2) dev’ esser soddisfatta allorcliè per x si mette 

J uesto stesso valore. Or se tanto nella (2) quanto nella (3) si cam- 
ia il segno di , tutte due riceveranno la stessa alterazione ; e 
il secon^ membro della (3) non perderà la proprietà di soddisfare 
a ciascuna delle due equazioni. Ma questa espressione col cam- 
biamento indicato potrà al più da reale divenire immaginaria ; per- 
ciò anche per un’equazione di grado pari con l’ultimo termine 
positivo si può concepir l’ esistenza di un’ espressione o reale o 
immaginaria che sostituita in luogo d' x soddisfi all' equazione , e 
perciò ne sia radice. Il che dimostra il teorema. 

363. Teooeiu V. Se uri equazione non contiene che radici im- 
maginarie , qualunque quantità reale sostituita per x deve dare 
un risultamento positivo. 

In effetti se vi potesse essere una quantità p che sostituita per x 
desse un risultamento negativo , chiamando L il numero che rende 
il primo termine magg'iore della somma numerica dì tutti ^ii altri , 
fra /} ed ^ cadrebbe una radice reale ; il che è contro f ipotesi. 

364. Teoremx Vi. Ogni equazione ammette tante radici quanto 
è il suo grado 
Sia 

0 (1) 


Digitized by Google 


( 219 ) 

un' equaiionc del grado n , che per brevità è rappresentata da 

/W=o- . . 

Poiché ogni eqnaitione ammette ima radice (n* 364), sia ;r, il va* 
lore d’ X che riduce a zero f{x) ; questo polinomio sarà divisibile 
per X — X, ( II” 341); e "rappresentando pery|(j-) il quoziente, che 
dev’ esser un polinomio di grado n — I , si avra 

f{x)={x—x,)f,{x). 

Eguagliando a zero il quoziente, si ha una nuova equazioney](x)ssO. 
E poiché ogni equazione ammette una radice , sia a*, il valore à’x 
die rende 

/,( a -)*=0 ; 

fjx] sarà divisibile per x — x. , e si avrà 

essendo Jj{x) un polinomio di grado n — 2. Così pure chiamando x, 
il valore d ' x che rende 

f,{x)=0 , 

/t{x) ammetterà il divisore ir — x , , e si avrà 
fj,x)={x—x,)flx). 

E poiché ogni quoziente ammette un divisore di primo grado , si 
potrà proseguire questa scomposizione fìnchè si giunga ad un quo- 
ziente X — x^ di primo grado. Si avrà allora 

J{x) = (ar— a-.Xa:— (*— 

Siccome la scomposizione del polinomio f{x) in n fattori del primo 
grado non si può fare che in una sola maniera ( n” 347), lequa* 
zione proposta non potrà avere che la forma 

(j— ar.)(x— a-,) {j— x„) = 0. 

Questo prodotto non può andare a zero , se non è zero uno de'fat- 
tori. Ogni fotlore eguagliato a zero darà una radice ; c siccome il 
numero de’ fattori di primo grado non può esser né maggiore nè 
minore di n , il numero delle radici di un' equazione sarà precisa- 
mente quanto è il suo grado. 

365. Questa proposizione non lascia di esser vera, quando vi sono 
fattori eguali , cioè quando il poliuomio acquista la forma (n* 346 ) 

{x—x,)\x—xj^{x—x,'f 

Allora le radici distinte sono in numero minore di n , ma il nu- 
mero totale delle radici è sempre quanto il grado dell' equazione. 

366. Allorché l' equazione ha i cocflicienli reali , se ammette la 

radice ^ ammetterà anche la radice coniugata « — — 1, 

c sarà perciò divisibile per lo fattore di secondo grado 
( n“ 'JjO ), l)a ciò risulta il seguente 
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Tboreha vii. Ogni equazione a eoefficienli reali ti jmò top- 
porre teompotta in fattori reali o del primo o del eeeotùlo grado. 

n faltorc del secondo grado che comprende due radici immagi- 
narie conjiignte polendosi meller sollo la forma (x — mostra 
eh’ esso costa della somma di due quadrati ; c quindi resta positivo 
per qualunque valore d’ x. 

367. Siccome nelle equazioni a coefficienti reali le radici immagina- 
rie vanno sempre a coppia , ne segue che ogni equazione di grado im- 
pari deve avere necessariamente una radice reale , come già si sapeva 
(n" 360). 

Dippiù siccome un fattore di secondo grado proveniente dal prodotto 
di due fattori immaginari coniugali è della forma — « 

cioè ha il termine noto essenzialmente positivo , un’ equazione di grado 
pari con l’ ultimo termine negativo deve ammettere necessariamente un 
fattore di secondo grado con l’ultimo termine negativo. Ora questo fat- 
tore di secondo grado dando due radici reali e di segno contrario 
^ n° 182), ne segue che ogni equazioue di grado pari e con l’ ultimo 
termine negativo deve avere almeno duo radici reali e di segno con- 
trario , conforme al teorema dimostrato (n° 361 ). 

Poiché il fattore x* — 2ox-4->*-H|^ corrispondente a due fattori im- 
maginari conjugati equivale a (x — a)*+^* , un’ equazione che avesse 
tutte le radici immaginarie si può riguardare come risultante dal prodotto 

[(x—»)«+i3«][(x— »')*-t-i3'*] ••==<> ; 

e sotto questa forma chiaramente si vede ; 1* perchè 1’ ultimo termine 
esser debba necessariamente positivo ; 2° perchè tutte le quantità reali 
messe per x debbono dar risultamenti positivi; 3° a qual genere d’im- 
possibilità corrispondono le radici immaginarie. 

368. Perciò che un’equazione del grado n si può concepir ri- 
dotta alla forma 

(x-x,)(x— x,)(x— (x— x,)G=0 , 

in cui G rappresenta il fattore che contiene tulle le radici imma- 
ginarie , il qual fattore non cambia segno per qualunque valore (T x, 
si vede che quando per x si mettono due numeri p e q , t risul- 
tamenli saranno dello stesso segno o di segno contrario , secondo 
che questi due numeri fanno cambiar di segno un numero pari o 
impari di fattori reali di primo grado , ossia secondo che fra essi 
si trova compreso un numero pari o impari di radici , siccome già 
si sapeva ( n° 359 ). 

369. Per iscomporrc in fattori del primo grado un polinomio in- 
tero d’ X , bisogna eguagliarlo a zero e risolvere l’ equazioue che 
ne risulta. 
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ART. II. 

lìeìa-iiom tra le radici e i cocjjicienli di uri equazione. 

370. ItapprescnlauJn par « , A , e k , / le « radici dell' e- 
quazione 

, (1) 

questa equazione potrà concepirsi ridotta alla forma ( n° 364 ) 

{x — cif^x — ^)(x — c)....{x — ^/)=0. (2) 

Sviluppando questo prodotto per mezzo della formola del n" 224 , 
e indicando i segni per mezzo delle potenze di — 1 , si ha 

or*-i-( — I)(a-4-4-t-e-t-...-t-/)x— -h(— )^‘n\ 

-t-( — 1)’ (a6e-i-a6d-jr--‘-i-ked-h.--)J!^^-^-----h{-‘ìya6c...kl=0.^ ' 

I primi membri delle (1) e (3) dovendo essere identici , è neces- 
sario che i coelBcienli delle stesse potenze d'x sieno eguali ( n* 214); 
perciò si avranno le seguenti eguaglianze ; 

A^~ , 

— j 

A{=. — (aic-+-aArf+....-+-^c</-t-...) , ‘ (4) 

A={-XT{abcd....kl)-, 

d* onde segue che in ogni equazione il coefEciente del secondo ter- 
mine è uguale alla somma delle radici col segno cambiato, il coef- 
ficiente del terzo termine è uguale alla somma de' prodotti delle 
radici a due a due, ec.; finalmente l’ultimo termine è il prodotto 
delle radici col segno proprio o contrario secondo che n e pari o 
impari. 

Quindi in un' equazione mancante del secondo termine la somma 
delle radici è uguale a zero ; se manca il terzo termine la somma 
de' prodotti delle radici a due a due è zero , ec. 

Siccome le radici immaginarie sono sempre in numero pari , e 
i fattori reali del secondo grado che contengono le radici imma- 
ginarie conjugate hanno il termine noto positivo , rappresentando 
per a, d, c,...4 le radici reali della (1) e per il termine ri- 
sultante dal prodotto delle radici immaginarie , si avrà 

A, = ( —1)* ode. . . 

Si vede perciò che se n è pari, le radici positive saranno in nu- 
mero pari o impari , secondo che A, è positivo o negativo ; e lo 
stesso ha luogo per n impari. E perciò , per n pari , le radici ne- 
gative saranno in numero pari o impari secondo che A, è positivo 
o negativo , e per n impari le radici negative saranno in numero 
impari o pari , secondo che il segno di A. è il-t- o il—. 
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371. Dalle relazioni (4) si pssono , allorché son dale le radici, 
delerminare racilmente i coeflìcienli y/, , y/, che si Iroranii 

ni primo grado ; quindi è facile comporre l' equazione di cui son 
dale le radici. Si voglia per es. un’equazione die ha per radici 
2 , — 3 , — 1 ; sarà 

y/.=— 2 h- 3-(-1=2, y^.=2x— 3-!-2 x— t-+-.3xl 

y/,= — 2.3.1 

e r equazione richiesla sarà 

— 'Sx — 6s=0. 

S72. Si potrebbe pensare che dati i cocOìeienti , le relazioni (4) le 
quali son sempre tante di numero quante le a , 6 , c , .... , fossero 
suflìcienti per determinare le radici , col processo di eliminazione. A 
tale oggetto fa mestieri osservare , che siccome queste equazioni rispetto 
alle a , 6 , c , . . . riguardate come incognite sono di grado superiore 
al primo , l’equazione finale da cui dipenderà una di esse sarà di grado 
superiore. Supposto che si vada cercando a, eseguita 1’ eliminazione si 
avrà un' equazione finale che avrà per radiee a. Ma siccome nelle re- 
lazioni (4) le a , d , c , . . . enlrano tutte allo stesso modo c possono 
permutarsi senza che le relazioni restino alterate , la stessa equazione 
finale ehe dà a deve dare 6, In conseguenza questa equazione 

finale avrà per radici le a, b, , c perciò sarà identica alla (1). 
Per confermar questa couelusione si prenda l' equazione 

^=0 ; 

si avranno le quattro equazioni 

A,= — a — b — c — d , 

yrf,= ab-i-ac-*-ad-{-bc-i-bJ-^-cil , 

A,= — abe — abd—aed — bed , 

A abed. 

L'eliminazione delle ineognite a , b , c , rf si può far subito inolli|ili- 
cando la prima |*er n* , la seconde per (i* , In terza per a , e poi 
sommando le quattro equazioni. Si avrà 

y^,0*-t-y/,0'-t-y/,(i-4-y/^ = — z/‘ , 

ovvero 

Z|4 (i® +■ y^gfl* -~{~A^fj -t“ A 4 = 0 ^ 

la quale equazione è perfettamente simile alla proposta , ed è quella 
che si sarebbe ottenuta , qualunque fosse stato il metodo di eliminazio- 
ne. Si tenga presente che in generale quando la determinazione delle 
incognite dipende da un sistema unico di operazioni da eseguirsi sulle 
stesse quantità , esse saranno necessariamente radici di una medesima 
equazione. 

373 Le relazioni (4) possono in molli casi render semplice ed ele- 
gante r eliminazione di u incognite fra u equazioni. lm|)crocclkè quando 
le cquazioui si possono preparare in modo clic sia data la somma A 
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(ielle incognite , la somma B do' loro prodotti a duo a due, la somma C 
de’ prodotti a tre a tre , ec-, o pure sieno date le somme semplici, quelle 
de’ prodotti a due a due , a tre a tre , cc. di qualche funzione delle 
incognite, come sarebbero i quadrati, i cubi, ec.; queste incognite o 
queste funzioni delle incognite saranno tutte le radici di un'equazione 
cbe ha per coefficiente del secondo termine — ^ , per coefficiente del 
terzo -4- .0, ec. Di questa proprietà si è fatto uso nel risolvere il pro- 
blema riportato al n° 181. 


37-4. Le stesse relazioni offrono il modo di risolvere elegantemente m 
equazioni del pritno grado fra ;n incognite , allorché i coefficienti di 
una stessa incognita sono le potenze, da 0 fino a m — 1, di una stessa 
(juantilà. 

In c/fetti , sieno fra le m incognite a?, » a?» , > • • • • 

equazioni 

x,-+- ■ 

ax, ■+■ ix, -t-c X, ... -t-/ x„ =/> , 
o*x,-+-i*x, -l-c*x, -t- ... -f-/* x„ ■=/>» , 


o—x.-t-^'x.-t-c" *x,-+- ... -t-f^'x, =/>"■• 


Se le prime w — 1 equazioni si moltiplicano rispettivamente per le quan- 
tità indeterminate J/m-i , d/«., , d/».} . . . if, e poi si sommano an- 
che con r ultima equazione , facendo 

si avrà 

<p(o)x, -+- <y(à)x, -t- -+-••• + <e(0^- = vCp) ■ \V 

Avendosi m — - 1 quantità indeterminate, si potranno eguagliare a zero 
i coefficienti di m — 1 incognite. Fatto perciò 

<p(à)=0 , <p(c)=0 , <p(0=® I 

si avrà 



(9) 


Or le relazioni (8) fanno conoscere che (^(m) = 0 è un’ equazione che 
ha per radici à,c, sarà perciò 

<)>(u)=(u — à)(«— c)(m— < f) (« — 0,5 


e le quantità . i àf, , sono i coefficienti di un’equazione 

che ha per radici ò , e , di • • • L Sarà quindi 

(p— à)(p— c)(y— d)....(p— 0 /|0) 

‘™(o— é)(«— c)(o— 0 


Nel modo stesso si troverebbe 


, (|A_a){à— c)K,A— d)...(4— 0 ’ 

(p—a){p—i){p—d).. (p—l) 
la cui legge è manifesta. 
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375. Si può dare a queete espressioni una forma più compendioia. 
Sia 

J(x)=(x—a){x—6)(x—e) {x—l) , 

se si cambia x in x-hi/ , sviluppando il primo e il secondo membro , 
ai ha r idenlilà 

y-H I m . y + 2T-^"'(*) ■ y^± 

=(x — a)(x— ^)(x — e). . . ,(x — /) 

-4-[(x — 4)(* — c). . ..(x — — a)(x—c). . ..(x — /) +ec.]y 
-4- ec. 

paragonando i termini che contengono la stessa potenza d'y; ai ha 
/'(x)=(x—6)(i^)(x—d ) .... (*— 0-l-(x— a)(*— c). . • (x- /) 

+(x — a)(x — 6)(x — c)....(x — /}-+- ec. (Il) 

in quest' ultima equazione, facendo x=a , si ha _ 

f{a)={a-6){a-c){a-d) (a-l). (12) 

Inoltre essendo 

gl=(a>-^)(x-c)....(x-/), 

sarà 

^ = (p^6){p-c)....(p-l). (15) 

Quindi per elTetto delle relazioui (12) e (15) i valori delle incognite 
acquisteranno la forma 

f(P) - M ec 

dove f(x)=0 è l'equazione che ha per radici i coelTicienti a , 6 , c ,... 
delle equazioni date. 

376. Se le equazioni fossero della forma 

x,-q- x,-H x,-h .... + x„ = 0, 
ffX,-l- 6x,-h ex,-»- .... -4- 1x^ = 0, 

a*x,-i- 6*x^-h c*x,-t- ....-»- /*x,= 0 , 


a*-'x, -+- i*-’x, -»- c""’x,-»- 
si avrebbe semplicemente 

1 


f"-'x„ = 1 , 


1 _ 
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CAPO Ul. 

DELL’ ELUOMAZlOIfE DELL’INCOGmTE DALLE EQUAZZOHI 
DI GRADO SUPERIORE AL PRIMO. 

J3CR- 

377. Il grado di uu' oq nazione a più incognite è delerminato dal 

massimo numero che ristiUa sommando in ciascun termine gli espo- 
nenti delle incognite. Cosi l’equazione — 3x’-t-3ary — 2y-t-4=0 

è dei terzo grado. 

Un’ equazione del secondo grado fra x e ^ per esser completa 
dere aver la forma seguente: 

ax*+ bxtj->t-cy' -\-dx-^etj • 

la quale ordinata rispetto ad x diviene 

X* + =0; 

a a 

« fatto =zA , '^y =B, si riduce alla forma 

a a 

x' -k- Ax-t-B=sO. 

Secondo questa forma si scrivono le equazioni di grado superiore 
fra due o più incognite; cioè si lascia in mostra l’ incognita che 
si vuol eliminare, c l’altra rimane involta ne' cocflìcieuli. Se iiu'e- 
quazionc che dev’ esser di grado » fra x e y è scritta sotto la forni i 

x’’-t- //.X— ■ -i- //„x" - * -t- . . . . -f- . X -t- = 0 , 

conviene che sia costante, sia di primo grado cioè della forma 
a^y-\-b ^ , A^ sia di secondo grado cioè della forma ^-b^-^-c ^ , 
ec.; cioè in ogni cocllicienle la y non deve elevarsi ad un grado 
maggiore dell’ indice. 

378. Sieno 

fl,x"-l-ar.x'--t-fl,x— * = 0, 

A„x" -t- X" -+-^,_,x-t-4„ = 0 

due equazioni fra le incognite x,y, dove la y è compresa ne' coef- 
ficienti. E evidente che eliminando la x da queste due equazioni, 
si ottiene una relazione tra i coellicienti «i,--. b^, b^, b^,... 

ohe è l'equazione di condizione alGncliè le dotte due equiuioni pos- 
sano coesistere. Quindi l’equazione finale in y o l’equazione risai’ 
tante dove coincidere con quella che esprime la relazione che dee 
passare fra i coellicienti, alCnchè le cqna'ioui non sieno incompatibili. 
Sia 

^=0 (2) 

AV. di Alg. 29 


Digitized by Google 


( 22G ) 

qiips(a c(|iiii7.ione finale in y. liisoluta somminislrerà per y direrei 
valori ; sostituendoli siiccessivainciite in una delle equazioni (1), li 
avranno altrettante eijuazioni in x , ognuna delle quali sommi- 
nistrerà almeno un valore d'ar. Per maggior dichiarazione sieno 
/A > y. » valori che dà la (2). Sostituito il valore y, in una 

delle (1), per es. nella prima , si avrà un'equazione che darà un 
valore X,. Sostituito nella stessa equazione il valore y, in vece d’y, 
si avrà un'altra equazione in x, la quale darà almeno un valore x^. 
E cos'i continuando si troveranno i valori a:, , y, ; x^, y, ; x,, y^\ 
cc., che formano i diversi sistemi di valori propri a soddisfare le 
equazioni date. Può anche avvenire che 1' equazione in x corrispon- 
dente ad un dato valore d’y dia molti valori per x ; come pare 
le equazioni corrispondenti a diversi valori d'y diano per x lo stesso 
valore. Allora ad un valore d'y corrisponderanno molti valori d’x; 
o viceversa. 

Per fare la eliminazione si sono escogitati e proposti diversi me- 
todi. .\c esporremo compiutamente due ; di due altri daremo una 
breve notizia. 


1* METODO. 


379. Sia l un esponente qualunque compreso tra 0 e n — 1; le 
equazioni proposte potranno scriversi; 


a,x’-i-a,x"-‘-i-. . .-ì-a^'== — (a;^,x’-'‘-ì-a^,x‘-'-‘ 
c dividendo l’una per l’altra, si ha 






.( 3 ) 




ovvero 

( u^x -+- a , x ’- ‘ -f- . . . . -H X ' -+• ...~i-bj .^. 

Questa equazione è di grado n — I qualunque sia /. Dando a/ 
i valori 0, 1, 2, 3,...» — 1 si hanno » equazioni di grado » — 1. 
Riguardando in queste , equazioni per incognite le n — t quantità 

X, X*, .r*, .... X"-' , 

si sarà ridotto il problema ad eliminare n — 1 incognite fra n equa- 
zioni del primo grado. Perciò resterà un’ equazione di condiziono 
fra i coelBcienli, che sarà precisamente l’ equazione /f=0 del n* 160. 

Questo metodo riduccsi evidentemente a moltiplicare la prima per 
6^, la seconda per ; poi sottraendo l’una aall’ altra, svanisce 
il primo termine, e resta un’ equazione di grado « — 1. In seguilo 
si moltiplicala prima per , la seconda per ; sol- 

Iraemlo l’una aall’ altra spariscono i due primi termini , e si ha 
un’altra equazione di grado « — 1, Cosi si continua. 
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380. Efletluando il prodotto nella (4) e indicando |>cr un coef- 
fìciente qualunque, dove il primo ìndice ò relativo all’ esponente d’a- 
neli’ equazione , e dippiù indicando per brevità come nel u“ 1S4 per 
[«/,] il binomio aji , — cr,4, , si ha 

A»=[®o^'-t-i ]i 

■^1,1 — [ Oi^/-i-i ] + ]i 

■^•,1 = [ ojbi+i ] + [ ] -h [ ajbiA-ì ], (6) 


■^k,i= [ [ Ok-,ii-\-2 ] 4"[o*->4; 1 1 ] -i- -f- [ !• 

Nella composizione di questi coelTicicnti bisogna osservare quanto 
segue : 

1° La somma degl’ indici in ciascun binomio è sempre /'+/-HI . 

2° I binomi ne’ quali si trovano permutati gl’ indici , sono eguali 
e di segno contrario ; per conseguenza sommati si distruggono. Così se 
/t c I son due indici si ha 

[®A]“l~[«A]=0- (7) 

3® Supposto ^</, si ha 

Àk.i = [ ] -+- [ Oibi+k ] -i- -t- [ aJ}i+2 ] , 

A.t = [ aJ)i+k-^-i ] -t- [ Otbi-hk ] -t- •+■ [ o*à/+i ] 

-+■ [ -l- -4- [a/-i^»-( i] T4-[a/* ]. 

Per effetto delle (7) l’espressione contenuta nella seconda linea di A,,, 
ù uguale a zero. Perciò si ha 

j4k,i = j4i,k. (8) 

Quindi i coefficienti delle equazioni di grado n — 1 che risultano dalle (G) 
dando ad / i valori 0 , 1,2,... n— 1 , col tener conto della (8) risul- 
tano come segue ; 


J 

•^0,0 J 


O ) 

• • • ^« — 3,0 > 

•^JI — S,0 1 

,^0—1,0 ) 

> 

f 

^^a,i ) •• 

. .a'/fl— 3, 1 ) 

— > 

•<^«-1.1 , 

-^>,o J 

A... 

^a,a ) •• 

• • • — 3,a ) 

) 

1,» J 

A— 3.0 : 

1 A- 3,1 

> 3,s } • • 

... Jn-Ì.,-Ì, 

— »,« — 3 j 

• 

I 

a 

1 

— »,o ) 

A->.. 

j — J • * 

... , 


•^a*— i,fl —a 9 

^a-- 1,0 j 

A-1,1 

> > •• 

• • • J’/./ _3,n — 1 ) 

— a.o- 1 ì 



. y M F. T 0 D O. 

381. Sieno 

a^x” -+-a,a-"-' -+- -ha„-,x +a„=0 , 

+ 6 ^x'”-‘-ì-ò^x »-’■+■ -him- I X +A,^=0 , 

due equazioni fra a- e ^ , l'ima di grado m , l'altra di grado ». 
Si moltiplichi la prima per un |)olinumio in x di grado tn — 1 , e 
la seconda per un altro polinomio di grado n — 1 , e si sommino. 
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Si avrà 


K-c" -f-a, -i-a„ - • -H > . - . ) 

’H-. . A ' -Hyi-c"" *+. ■ .4-y«-, )=0. (10) 

KfleUuando il prodotto si ha un'equazione di grado m-4-n — 1 che 
può essere rappresentala per 

- '- 4 - . = 0 , ( 11 ) 


in CUI 




( 12 ) 


Essendo arbitrarie le p^, p,,... p,n-t . y,,--.yn-i . è chiaro che 

per eliminare la x basta determinarle colla condizione che i coclEcienti 
della (11) si riducano a zero. Si hanno allora tra le m + M quan- 
tilà equazioni del primo grado 

senza termine noto, l'er conseguenza l’ equazione finale che risulta 
dall' eliminazione delle dette quantità sarà ( n” IGO ) l'equazione N=0 
formala coi cocfiìcienli delle p c q che entrano nelle (12). 

Sia per cs. » = 3, w = 2; l'equazione (10) sarà 
{a^x'-^a,x'-+a^x+a,){p^x+p,)+{bjc‘-^b^x-irb;fq^x'+g,x-ha,) 

= 0. (l-ó) 

Fatto il prodotto ed eguagliati a zero i coefficienti delle x*, x', x', x, 
SI hanno le equazioni : 

"oPo =®> 

a, Po -t- a„P.-t- h/o = ® • 

«•Po -+■ «.p. -f- ^.y. ^«y. = ® > 

«.Po-*-«.p. -i-^.y.-t-^,y.=o , 

-+-a,p, -4-^,y,=0. 

1/ equazione finale si formerà nel modo indicalo al n° 1!>2 per mozzo 
delle quantità 



0 , 


0 

. 0 , 


«c’ 

6., 


0 , 


o.. 

K, 

à.. 

^ , 
o ’ 

«1 , 


0 , 

K 

. i.. 

0 , 

». . 

0 , 

1> 

1 K 


(li) 


1/ espressione // del n“ li>S formala con l> quantità zj, b, c, d, r 
risulta di 120 termini ; ma a cagione de' termini che mancano nel 
quadro (li) si ridurrà a 17 termini. 

Adollandu la notazione del n°ISi e supponendo che le quantità 
da combinarsi sieno a , 6, e, d, e cogl'indici 1, 2, 3, 4, 5, e 
osservando che dal [taragone col quadro (14) si ha «,=0 , zj^=0 , 
rt,=;0 , A,=D , </j=0 , e,=0 , e,c=0 , e^==0 ; si forma subito l'e- 
quazionc (inalo. In fatti si ha da prima 

R = a, [ b^c,d^t>, ] + ff, I b.c^d^e, ] . 
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Poi sviluppando le espressioni ] e omelieiido 

i lermini che verrebbero moltiplicati per zero , si ha 

Jt = o,d,[ c^^e, 1 — [ a,6, ] [ c,d^e, ] -h a.d J e,d,e. ] 

— d,«, [ c.rfjC. ] -f- £r,4« [ ] 

Cosi continuando , si trova 

[ ] —e,dfi , , [ c.d^e, ] = [ ] e, 4- [ cji, ] , 

382. Ordinando la (10) rispetto alle qaantità 0 ^ , , 

q,,...qn-,, e rappresentando per y(x) = 0, /'(a;) = 0 le equaiioni 
proposte , sì ha 

.... -t-/’(ar).y,_,=0. 

Siccome le quantità indicale dalle p e q sono arbitrarie , questa 
equazione sì divide in m + n equazioni che sono : 

x’»-'/(x)=0, a^-*f{x)=0, ,...f{x)amO, 
X^~'f'(x)=sO , X’'~*JF'{x)=0 , .... f\x)sadì. 

Eliminando le ns+n — 1 quantità 

X , x' , x' .... , 

sì ha la relazione fra i coeQìcicati, che rappresenta 1' equazione fi- 
nale. Questa equazione coincide con quella del n° precedente. Si 
vede dunque che questo metodo è semplicissimo ; imperocché date le 
due equazioni, una di grado n, l' altra di grado m, basta molli- 

[ ilicare la prima successivamente pe' termini x , x* , x' ... x*~‘ e 
a seconda pe’ termini x , x’ , x’ , ... x»~ • , e fioi riguardando come 
incognite le quantità x , x* , x* ,.... x"*^"* formare coi coefficienti 
l’equazione finale col metodo del n* 134. 

Nell' esempio precedente le equazioni che si ottengono sono : 

o^x*H-rt,x’-H«,x’-t-a,x =0, 

-t-a^x’-t-«.x’- 4 -o,x + a, = 0 , 
^^x*-Hà,x"-t-^.x* = 0 , 

-4-à^.c’H-i,x'-l-à,x = 0 , 

-i-à^x’-)-à,x -l- l\ ^0. 

I coeflicìculi delle incognite sono i termini compresi nel quadro (14) 
eolia dilfcrcnza che le linee orizzontali sono cambiate in verticali , 
e viceversa. E si sa già ( n° 1S8 ) che l’ equazione finale è la stessa. 
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3" METODO. 

383. Si considerino le due cquaiioni (9) una di grado n , l'altra di 
grado m , e si supponga che sia sialo determinalo un valore y=jì clic 
soddisraccia ad amendue. Sostituito nelle equazioni , i cocQìcicnii diver- 
ranno quantità note ; e le equazioni per poter coesistere dovranno esser 
verificate da nno stesso valore di x. Sia x=» questo valore ; allora le 
due equazioni ammetteranno il divisore comune x — a (n° 341). Dunque 
sarà proprio a soddisfare alle due equazioni quel valore d’jf, che farà 
acquistare alle medesime un fattore comune. 

Fatto perciò sopra i due primi membri delle equazioni date l'opera- 
zione del massimo comune divisore , si dovrà arrivare a un resto indi- 
pendente da X. Tutti i valori d’y propri a ridurre a zero questo resto, 
faranno acquistare all’ equazioni dato un divisore. Questo resto perciò 
eguagliato a zero sarà I’ equazione finale in y. L’ ultimo divisore che 
non è nullo sarà divisore comune delle due equazioni , e sarà perciò 

S nello che contiene i valori d’ x corrispondenti a ciascun valor d’y. 

ieno /3 , fi' , fi" , ec. ì valori d’y dedotti dall’ equazione finale; sostituiti 
successivamente nel divisore di primo grado , questo darà per x i va- 
lori ec. corrispondenti a quelli d’y indicati da fi" , cc. 

Se il divisore di primo grado diviene zero per un valore y = ^ si 

passerà a quello di secondo grado ; il quale darà per x due valori », »,, 

corrispondenti ad un sol valore d’y; se anche il divisore di secondo 
grado diviene zero , si passerà a quello di terzo grado , il quale darà 
per X tre valori corrispondenti ad un sol valore d’y; c cos'i di seguito. 

Se r equazione finale coulieno radici uguali , ad un sol valore d’ x 
corrisponderanno più valori per y. 

Se r ultimo resto che dovreblm contener la y fosse zero da se , le 
equazioni date conterrebbero nn divisore comune indipendente da ogni 
valore particolare d’a; e d’y. 

In fine se il resto indipendente da x fosse quantità costante , le equa- 
zioni dato , perciò che non si può determinare alcun valore d ’ x che loro 
farcia acquistare un fattore comune , saranno assurde o incompatibili. 

È da osservarsi però , che siccome 1' operazione del massimo commi 
divisore esige , che i dividendi sieno moltiplicati per un fattore che renda 
la divisione possibile , questi fattori potrebbero introdurre fattori estra- 
nei nell’ equazione finale. L’indicare come si evita l’introduzione de’ fat- 
tori estranei trarrebbe troppo in lungo (*). Bisogna solo badare a pren- 
dere sempre i quozienti interi rispetto ad y , perche se y entrasse nel 
denominatore, il valore d'ychc rende nullo il resto , potrebbe rendere 
infinito il quoziente. 

4’ METODO. 

384. Sieno le due equazioni 

-t- a,*'*’ -t- .... ■ha„=0 , 

- h ^„=0 , ^ 

nelle quali per maggior semplicità si suppone che i coefiìcicriti de’ primi 
termini sieno ridotti all’ unità. Queste equazioni per compendio sieno rap- 
presentale da 

f(x) — 0, F(x) = 0. 


('} Si \ffgi il Trattato di .àlgebra n' C58. 
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Si supponga • , ^ , y , ec. esser le radici della prima equazione , e 
X , , y , ec. le radici della seconda ; in modo che sia 

J{x) = {x — »){x—?){x — 7).... 

F(a-) = (x-X)(*-^)(x-y).... ' ' 

AUìncliò queste due equazioni possano coesistere , è necessario che 
sicno veriheate dagli stessi valori d'x e d'y ; cioè conviene che le ra- 
dici della prima soddisGuo anche alla seconda , e viceversa. Se dunque 
nell'equazione F(x)=0 si sostituiscono per x i valori a, /3 , 7 >> 

avranno le equazioni 

F(x) = 0, F(^) = 0, /’(y)=0,ec. 

ciascuna delle quali darà per y valori propri a soddisfare alle equazioni 
date. E quindi, l'equazione Gnale che deve comprenderli tutti, sarà 

F{x).F(?).F{7) =0. (17) 

Se si rappresenta per R il primo membro di questa equazione , sarà 

^=(*— ■*)(»— (*)(» — >)— -(y— ^)(y— ( • 8) 

Si vede inoltre che per aver R = 0 , basta che si abbia « s= X , o pure 
a = , cc. ; cioè basta che le due equazioni ammettano radici comuni. 

Se le radici X, [t, y,... si fossero sostituite nell' equazione f{x)=0, 
i binomi contenuti nell' espressione sarebbero risultati col segno cam- 
biato ; e siccome il loro numero è tnn , si ha 

c quindi si ha sempre R = 0. 

Ora il prodotto F(x) .F(^).F{r). . . ■ che resta invariato , allorché ai 
permutano fra loro le a , ^ , 7 , .... può esser valutato per mezzo 
de' coelGcicnti dell'equazione , siccome a suo luogo si vedrà. Quindi l'e- 
qiiazioiie (17) può ridursi ad una relazione trai coeflìcienti delle (IS), 
che è r equazione di condizione aIGnebè le dette equazioni possano coe- 
sistere , o r equazione Gnale in y. 

3815. Sieno per es. le equazioni 

(18) x^ — lx-i-7=0, 3x’-|-3yx-l-y* — 7=0, (19) 

«lalle quali si voglia eliminare la x. Moltiplicando la (18) per 3 , 
la (19) per x , e sottraendo la seconda dalla prima , si ha 

3yx'-h(y'-^U)x—21=0 (20) 

Applicando il primo metodo alle equazioni (19) e (20) si ottiene 
2(y*— 7)x-hy*— 7y-t-21=0, (21) 

3(y*— 7y-f-21)x-f-y*-4-7y’*-l-63y— 98=0; (22) 

dalle quali si ricava subilo 

3(y - 7y 4- 21 )• - 2(y* - 7 Xy* + 7y- 4- 63y - 98 ) = 0. 
Edcllaando le moltiplicazioni c riducendo , si ha l'equazione Gnale 

y«_4ly«^,441y»_49 = 0. (23) 


V 
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386. Se le equazioni e le incognite fossero più di due , >i re* 
golerù l’operazione come per le equazioni del primo grado ( n" 

Sia m il numero delle equazioni e delle incognite ; si andrà eli- 
minando una delle incognite , combinando le equazioni a due a due; 
e si perverrà ud m — 1 equazioni con m — 1 incognite; poi da que- 
ste con un procedimento simile si passerà ad m — 2 equazioni tra 
tu — 2 incognite. E cosi scemando successivamente il numero delle 
equazioni e quello delle incognite si perverrà ad una equazione con 
una sola incognita. 

387. Da ciò si raccoglie che l’eliminazione delle incognite è sem- 
pre possibile , ma il calcolo è estremamente prolisso. Perciò è della 
piu grande importanza il cercar ne' casi particolari qualche ripiego 
che conduca più presto al risullamento finale; il che è tanto più 
utile , in quanto che spesso interviene che conducendo il calcolo in 
un modo piuttosto che in un altro , si arriva ad equazioni finali 
più semplici e meno elevate di quelle che sarebbero risultate cal- 
cando la via generale. 

Cosi se le equazioni fossero dello stesso grado e omogenee , l’e- 
liminazione riesce facile col fare y=xz. In effetti , se m è il grado 
delle due eijuazioni , con questa sostituzione i termini che conten- 

f 'ono r incognita acquisteranno il fattore comune x"' ; perciò iso- 
ando in ciascuna il termine noto, e dividendo l’una per l'altra 
sparisce la ar , e resta un’ equazione in z. Messi i valori ai z in una 
delle date equazioni , si avrebbero i corrispondenti valori d' x ; e 
quindi dall' equazione y=xz quelli d' y. Per es. le due equazioni 

— oy = 7, 2xJ— 3x'y + y'=S, (24) 

divengono col fare y=xz , 

x‘(3z« — 3z’)*=7, x’(2— 3;-|-5 ’)s=S; (23) 

e dividendo l’ una per l' altra , si avrà 
Sz*— 5s5 _ 7 
2—3z + z^ ~ T” ’ 

da cui 

32a‘ — 13z* — 2Ir-t-14=:0. (26) 

I valori di z ottenuti coi risolver la (26) messi successivamente in 
una delle (23) darebbero i valori d’x; e quindi quelli d'y dalla 
relazione y=‘xz. 

Bisogna però convincersi che per acquistar l’occhio ai ripieghi 
di calcolo , e alle abbreviazioni tanto importanti in questa parte , 
vi è bisogno di grande esercizio (*). 


(*) Di questi trtifiii di citrulo che conducono td equazioni più seniptici si Iro- 
tauo molli esempi net trillalo di .àlgebra n* 280.. ..28S, 323. 
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CAPO IV. 

• T&ASroaMAZlOin deux cquaziohi. appucazioivi. 

-■ g u a» seas 


388. Per trasrormazione di un'equazione s'intende il passaggio 
dall' equazione data ad un'altra le cui radici abbiano con quelle del- 
la prima una data relazione. 

Siccome le operazioni che si fanno sulle equazioni hanno quasi 
sempre per oggetto di ottenerne la risoluzione , molte trasformazio- 
ni si eseguono per avere un’equazione la cui forma periuclta di 
r.solverla più facilmente. 


A R T. I. 

Principali trasformazioni delle equazioni. 

389. Trasformare t equazione 

, -\-An-\X 4- = 0 (I) 

in tni altra le cui radici differiscano da quelle della proposta per 
una quantità costante. 

Indicando per y l' incognita della nuova equazione , e per h la 
differenza fra le radici dell'equazione data e di quella che si cerca, 
la quale differenza può esser positiva o negativa , è evidente che tra 
X e y deve passar la relazione 

X — y=h, ovvero x~h-^y-, (2) 

sostituendo questo valore d'a^ nell’ equazione (I) si avrà 

{ft+yT-^ASh-+-yY~'+AJ^k-^yf-*+....+An-^[k-try}-i-A^ = 0. 

Sviluppando questi binomi e ordinando rispetto ad y, si avrà l'e- 
quazione dimandala. 

Si può giunger più brevemente alla trasformata per mezzo delle 
derivate. In effetti indicando per 

/(x) = 0 

l’equazione (1), la trasformala sarà y(A-f-y) = 0, ovvero (n* 334) 
m+mu+\f"w + .... -hy’’=o. (.3) 

Dunque per ottenere questa trasformata , bisogna scriver I' equazio- 
ne data e tutte le sue deriyatc , cou Tavverleuza di divider f"{-r) 
El, di Aly. 30 
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per 2 , poi la derivata di ~J^'{x) per S , la derivata di 

r ier 4 , e così di seguito. Questa operazione somministrerà de’ po> 
inomi in or , i quali per la sostituzione di h in luogo à'x daranno 
i coefficienti della trasformata in ordine inverso. 

Sia per es. l'equazione 

2a;*— 2x’— 7x’ -h 7®— S = 0 

che debba trasformarsi in un altra le cui radici eguaglino quelle 
della proposta diminuite di 2. Si avrà 

f{x) = 2o:*— 2o:’— 7x* 7x — 5 , 

/'(x) = 8x’— 6x* — Ux-t-7 , 

ly"(x) = 12x*-6*-7 . 

^/'» = 8x-2, 

_i_/«» = 2. 

Sostituendo 2 in luogo d' x , si avrà 

J^2) =-3,/'(2)=19, |/»(2) = 29 , \f"{2)^U , ^ /'’(2) = 2; 
e perciò la trasformata sarà 

2/ IV + 29y*+ 19y — 3 = 0. 

390. Se nell'equazione (3) si rimette pery il suo valore , si avrà 
la trasformata in x— *4, che sarà 

Questa equazione non è che la proposta sotto altra forma ; e di 
fatto si ritornerebbe all'equazione (l), se si sviluppassero le potenze 
di X — h e si ordinasse il risultamento rispetto ad x. Or sotto que> 
sta forma si vede clic f{h) è il resto della divisione dell' e<{uaziune 
data per x — à\f'{h) è il resto che lascia il quoziente diviso per 

x—h\ e del pari r-/’'(A) è il resto della divisione del secondo quo- 

zìente per x — 4 , e così di seguito. Da ciò risulta che per ottene- 
re i coefficienti della trasformata, basta divider l’equazione propo- 
sta e poi i quozienti successivi per x — A.\i resti ottenuti presi in 
ordine contrario saranno i coefficienti richiesti. 
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Riprendendo 1* esempio di sopra , e operando in conformità del 
metodo indicato al n* S40 , il calcolo sì disp^à secondo si redo 
qui sotto. 


2x*— 2«‘— 7a:*-H 7x — S 
-4- A -H 4r 6 -4-2 


2x* — 3x4-1 
4“ ^ 4“12 4*18 

— 3 

2x* 4-" 6x 4- ^ 
4“ 4“ 20 

-4-19 


2x -+-10 
-4- 4 

-1-29 



2 -4-14 





2 


I resti 2 , 14 , 29 , 19 , — 3 coincidono co’ coefEcienti della tra- 
sformata trovati col metodo precedente. 


391. Trasformare l equazione (/) in un'altra le cui radici sieno 
moUiplici di quelle della proposta. 

Evidentemente convien lare 


ys=kx, da cui xz=i^ 
Fatta la sostituzione si avrà 


V , I Ay-* 

4»— 4"-» 



0 , 


ovvero 

y*±dj(tp-^ ->r 

Questa equazione si ricava dalla (1) moltiplicando i suoi termini ri- 
spettivamente per que’ della progressione 1 , k , 4* , i’ k". 

Basta dunque eseguir una tale operazione sopra un’equazione per 
convertirla in un’mtra che abbia le radici moltiplici di quelle della data. 

È chiaro inoltre che se contemporaneamente sì moltiplicassero i 

termini di un’equazione per quelli della progressione 1, 4, 4*, 

e dell’altra A", A"-' , A"-* 1 , le radici di questa nuova equa- 
zione sarebbero a quelle della proposta come k : A. 

Per applicare la medesima regola ad un’ equazione che manchi di 
qualche termine , bisogna supplire i termini mancanti col dar loro 
un coclEcicnte eguale a zero ( n° 330 ). 


392. Trasformare un' eauazione in un'altra le cui radici sieno 
di segno contrario a quelle della data. 

La relazione fra le incognite delle due equazioni sarà 
arsa — y. 
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Con qnosta sosliliizionc , miitnmiosi il segno do’ soli lortnini che con- 
tengono le potenze impari dell’ incognita , cambieranno di segno i 
termini di posto pari o impari secondo che l’ equazione è di grado 
pari o impari. Ma siccome, quando l'equazione è di grado impari, 
conviene cambiare i segni della trasformala a line di rendere if pri- 
mo termine positivo; perciò se in un'equazione qualunque comple- 
ta si cambiano i segni a tulli i termini di posto pari , le radici 
cambieranno di segno. 


393. Dopo ciò è facile stabilire i teoremi che seguono. 

1" Un equazione che ha tulli i termini dello stesso segno non 
può avere radici positir e. In effelli la sosliluzione di una quantità 

t ositiva conservando a ciascun termine il segno che ha , è impossi- 
ilc che la somma numerica di molle qiiantilà sia nulla. 

2* Un equazione completa che ha t termini ed segni alternati 
non può ammettere radici negative. Infatti cambiando x in — y si 
avrebbe un equazione coi termini tutti affetti dallo stesso segno, la 
quale perciò non potrebbe ammettere radici positive ; dunque la 
jiroposta non avrà radici negative. 

3* L'n equazione che contiene le sole potenze pari dell incogni- 
ta ha le radici a due a due eguali e di segno contrario. In elfelli 
l'equazione non cambia se si sostituisce —x in Tece di x ; c per- 
ciò se ammette la radice a ammetterà anche la radice — a. 

4* Se tai equazione a sole potenze pari delF incognita ha tutti 
i termini positivi, avrà le radici tutte immaginarie. 


394. Trasformare f eauazione (/) in uti altra le eut radici sieno 
le inverse di quelle della data. 

È evidente che si ha 


Fatta questa sostituzione nella (1) , si avrà 


y 


A- 


-h 4- Ak~, — t- // =0 , 

y 


d’ onde 

AJ' -ts . y"" -f- ,y"-* -f- -\-A,y^\ =0. 

Questa equazione si forma dalla (I) col solo scrivere i coelficienli 
in ordine contrario, e col cambiare i segni a tutti i termini se l’iil- 
limo termine è negativo. 

Cos'i per es. le due equazioni 

x‘ — 4x’ 4- 2x’ — 3x — 5 = 0 , Sy« 4 - 3y ’ — 2y’ 4y — I = 0, 

avranno le radici inverse l’una dell'altra. 


393. Ravvicinando la regola precedente a quella del n" 384 , si 
vedrà che se nell' equazione (I), che in modo compendioso è stata 
sovente rappresentata por 

/(■'•) = 0 . 
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si fa a: = ^ -H - , si avrà 
u 

y(/')+/VO-i+ì/'W-;Jr+ ^ =0, 

ovvero 

+ ^"(/‘)-«— + -h 1 = 0. 

ART. II. 

Principali applicazioni delle trasformazioni. 

396. Trasformare uri equazione data m un’altra che manchi 
del secondo termine. 

Sia 

x" 4- -4- -f- . .. 4- Jn - . ar 4- -- 0. (I) 

l’equazione data. Se si rappresenta per h una quantità indetermi- 
nata e si fa x=p-i-A, si potrà determinare 4 con la condizione 
che la trasformata manchi del secondo termine. 

Infatti l'indicata sostituzione darà 


y'-^nh y"~'4- ”^”^ y*-«4- 4- 4" =0. 

4-/^» 4-(n— 1)/^,4 4-y/.4»-« 

4- À, 


Per far che questa equazione manchi del secondo termine , è ne- 
cessario che sia nh-^ , da cui 4 = —-^. Dunque si fa 

sparire il secondo termine da un’equazione facendo l’incognita egua- 
le ad un’ altra incognita aumentata del coeiiiciente del secondo ter- 
niiac preso con segno contrario a quello che ha , e divìso per l'e- 
sponente del primo ; cioè col far x=y 

La trasformata si può ottenere con uno qualunque dei tre me- 
todi precedentemente stabiliti (n*389); cioè o coll’ effettiva sosti- 
tuzione d’y — ~ in luogo d’a; , o coll’uso delle derivale, o colla 

divisione per — • 

‘ n 

Per OS. l’equazione 

x ' — 4.c*4-2x — 3 = 0 
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si libera dal secondo termine facendo x 
quc de'snddetti tre metodi si giunge ella trasformata 
. JO «7 


yH — e con qualun- 
9 


27 


397. L* indicala trasformazione offre un modo di risoluzione delle 
equazioni del secondo grado , perciò che con lo sparire del secondo 
termine si riducono ad equazioni binomio, ^ell' equazione 

+ fallo si avrà la trasformata 

y*—-^ — hy = 0, d'onde y = ± y Rimettendo per y 

il suo valore, risulterà x= — **' 
pcva (n®279). 

398. Per fare sparire il terzo termine bisognerebbe fare 

■¥{n—l)J,h-tA = 0 

A 

cioè la h dovrebbe esser determinata da un'equazione del secondo 
grado. Similmente per togliere il terzo termine bisognerebbe risol- 
vere un' equazione del terzo grado ; e cosi di seguito. Quindi in ge- 
nerale il solo secondo termine si può fare svanire senza introdurre 
radicali. 

Si avverta però che siccome col fare x = - quello che è ultimo 

termine diventa primo , il penultimo diviene secondo , ec. , perciò 
la dilEcoltà è la stessa pe' termini ad egual distanza dagli estremi; 
c da un'equazione che manca del secondo termine si può passare 

ad un’ altra che manchi del penultimo col far solo x = — • 

Siccome la sola trasformazione utile è quella che serre a togliere 
il secondo termine, si terrà presente che se 1' equazione data man- 
casse del penultimo termine, per far che svanisca il secondo , basta 

fare x = — • Per cs. nell'equazione ar* 7 +- 2x’ — 5x*-+-4=0 , 

? . 5 11 

fatto x= — si ha y* 

399. Spariranno il secondo e il terzo termino simultaneamente , se 
hanno luogo le due equazioni 


uh -t* J 


:0, "■ _ A* -f- («— ■jj- 


: 0 . 
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Preso il valore di h dalla prima e niesso nella seconda ti ottiene 

n — 1 

che esprime la relaxione che deve esistere tra i coelHcienti ji, e , 
affinchè la sparizione del secondo termine tragga seco anche quella del 
terzo. Se si fa 

'j4,e=:nk, ti ha o - - i*. 


Dando a t i valori ± 1 , ± 2 , rt 5 , ec. si hanno tutti i sistemi di 
valori , che darebbero luogo a questo fatto. 

Per es. le equazioni 

xk — 4** -t- 6** 4- ec. = 0 , a4 -t- Si* -+• 24x* -f- ec. ■= 0 
sono di questa classe. 

Affinchè potessero svanire tre termini simultaneamente , sarebbero ne- 
cessarie due relazioni tra i coefficienti Ji, , e così di seguito. 


400. Data ttn equazione a coefficienU interi e della forma 

4- o„=0, (2) 

liberare il primo termine dal coefficiente senza che gli altri acqui- 
stim coefficienti frazionari. 

Si farà ; e all’uopo basterà moltiplicare i termini del- 

r ecjuazione rispettivamente per 1 , a^, af , , ec. ( n* 391 ). 

Cosi facendo si avrà 

la quale , dopo la soppressione del fattore comune a ^ , prenderà la 
forma 

Questa trasformazione coincide con quella che convien fare per 
convertire l’equazione (1), che ha i coelEcienti , y/, , j4,, ec. 
frazionari , in un' altra a coefficienti interi e avente per coefficiente 
del primo termine l’unità. In questo caso sarà uguale ai prodot- 
to di tutti i fattori diversi che entrano ne’ denominatori. 

Applicando questa teorica all’ equazione riportata al n° 39G , si 

farà y = ; fatto il calcolo opportuno , risulterà l’ equazione 

a’— 24305— 99873 = 0. 


401. Trasformare uti equazione in un altra che abbia per ra- 
dici le differenze delle radici della data prese in tutte le ma- 
niere possibili , cioè trovare f equazione alle differenze. 

Sieno a, 4, c, . . . le radici dell’equazione di grado n 

fx) = 0. ■ - (3) 
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Se si fa ;e =7 a 4-^1 la trasformata che ne risulta si risolverà nelle due 

f{a) = 0. (4) 

/'(fl)+i/>)-y+'0/'>)y =0- Gì) 

La (l>) avrà per radici le differenze fra la radice a e tutte le altre; 
sicché queste radici saranno b — a, c—a, d — a, ec. 

Le equazioni (4) e (a) avendo luogo contemporaneamente e rima* 
nendo della stessa forma allorché in luogo di a si mette una qua- 
lunque delle altre radici ; se da queste si elimini a , ne risulterà 
un* equazione in y , la quale non conservando più alcuna traccia 
della radice che si ò considerala in particolare , dovrà avere per 
radici le differenze fra le radici della proposta prese in tutte le ma- 
niere possibili. Il grado dell’equazione, dovendo esser quanto il nu- 
mero delle radici ( n° 364 ) , sarà eguale al numero delle disposi- 
zioni che si possono dare ad n lettere riunite a due a due, cioè 
sarà n(fl — l)(n‘’218). L'equazione che ne risulta chiamasi quella 
delle dijfexenze. Sia per es. l'equazione 

o* “7a? "f* 7 0 , 

di cui si cerchi l'equazione delle differenze. Le equazioni (4) e (o) 
diverranno 

a?*— 7tìE-^— 7 = 0 , 3<z*-+-3ny-i— 7s=s0 , 
dalle quali , eliminata a , si ottiene ( n° 383 ) 
y* _ 42y* -t- 44Iy*— 49 = 0. 

Se si fa y* = s, si^avrà l’equazione 

a*— 425*-+-441 s — 49=-0, 

la quale avendo per radici i quadrali delle differenze delle radici , 
chiamasi equazione ai quadrati delle differenze. 

Poiché le differenze delle radici sono a due a due eguali e di 
segno contrario , e il grado dell'equazione alle differenze é «fn — 1), 
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CAPO V. 

CQUAziom BiNOMn: e trinoboe. 

ART. I. 

Equazioni binomie. 

402. La forma generale delle equazioni binemie è 

x”±q — Q. (I) 

M 

Sia q una quantità reale , ed a il valor numerico di ; si avrà 
<T = q. Si faccia 

ar=oy; (2) 

e sostituendo in (1) per x e q \ corrispondenti valori , sì avrà 
<*"y"±a“e=iO; e dividendo per a", si na 

y"±l=0. (3) 

Dunque le radici comprese nella formola (1) dipendono da quelle 
della (3). 

Sia a una radice dell’ equazione 

y--l=0; (4) 

sostituita in vece d’y deve soddisfare ali’ equazione ; si avrà perciò 
«" = 1. Le radici della (4), essendo espressioni taK che elevate alla 
potenza danno I , si chiamano radici dell'unità. 

Similmente le radici dell’equazione 

y»-*-l=0 (5) 

si chiamano le radici di —1. 

403. Per esaminar la natura dì queste radici fa d'uopo distin- 
guere il caso dì n ìmpari e di n pari. 

1* Sia n numero impari. La (4) non può aver radici negati- 
ve , perchè sostituendo per y una quantità negativa , il primo mem- 
bro sarebbe la somma ai due quantità negative che non può esser 
zero. Essa dunque non ammette che la sola radice reale 4- 1 , per- 
chè nessun altro valore , maggiore o minore di 1 , elevato alla po- 
tenza n"”'“ può dare 1. Il suo primo membro essendo divisibile 
per y — 1 (n“94), prenderà la forma 

( j — 1 ){y"" ‘ ’ -f- ••••-*- y +*)= 

Or tutte le radici che soddisfano all'equazione 

y*“’4-y"“*-+-y"~*-:t-...--+-y-+-t = o (6) 

soddisfano anche alla (4). Questa equazione , non potendo avere 
aadici positive (n°393, 1”), nè radici negative perchè la (4) non 
£1, di Àlg. 31 
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ne amiuolle, avrà liiKe Io radici immaginario. Quindi la (6) è l'eqna- 
2 Ìone elio coiiliono lutto lo radici immaginario della (4j. 

INelIa (Sj , simposio sompre ni 
formala sarà a“ — 1=0 ( n’ 392 
perciò lo due equazioni (4) o (o) 
avranno le radici eguali e di segno contrario. 

2" Sia n numero pari = 2w ; l’ equazione 

y-"_l=0 (6) 

ha il suo primo membro divisibile per y* — 1 (n“91); e perciò 
può mettersi sotto la forma 

(y* — 1 )(y"— -Hy.«-4H- .... -f-y* 4-1 )=0. (7) 

Il primo fattore , eguagliato a zero , dà 



y= ±1. 

L’altro fallerò, eguaglialo a zero non ammette che radici imma- 
ginarie (ti” 393, 4 ) ; perciò 1’ 
e tutte le altre immaginarie. 

Fa d’uopo avvertire che l'equazione (6) si può anche scomporre 
ili (y"* — 1 y,y”* -t- 1 ) =0 ; e perciò la risoluzione della medesima 
si può riportare a quella delle due 

y-’-l^O, y"*-f-l=0. 

L' equazione 


eijuazioue (6) ha due sole radici reali. 


y'’"-4-l=0 

avrà tutte le radici immaginarie (n‘’393,4*). 


( 7 ) 


404. Prima di esporre le proprietà delle radici di queste equazio- 
ni è utile far conoscere la risoluzione delle equazioni (4j e (o), che 
ne’ primi gradì si esegue con molta facilità per mezzo della scom- 
posizione in fattori. 

1” Sin n = 2; l' equazione y* — 1=0 dà 


y = i , y=— I; 

(8) 

e l'altra y*-f-l=0 dà 


y = 4-l^ — 1, y= — — 1. 

(9) 


2° Quando n = 3; l'equazione y’ — 1 = 0 si scompone in 

Eguagliando a zero il secondo fattore si ha y’-|-y-+- 1 =0 , da 

cui si ottiene y = Perciò le tre radici del ferzo 

grado dell’ unità sono 


J , 


— i-+-l/:r3 
2 


— 1— |/rrn . 
2 


(10) 
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Le radici dell' eqiiaziouc y’-4-l=0, dovendo esser eguali e di 
seguo contrario a quelle dell' equazione precedente, saranno 

-<• l±^. ,n, 

3* Sia fissi; Tequazione y* — 1=0 si può meller sotto la forma 

{y*-J)(/ + i)=0; 

e quindi le sue quattro radici saranno 

-+-1, —1, (12) 

L'equazione y*+l=0 non si può risolvere collo stesso metodo 
perchè il primo membro non si può scomporre in filtori reali. Ma 
se a ciascun membro si aggiunge 2^* , il primo membro si rende 
un quadrato perfetto ; e si avrà 

Estraendo la radice quadrata da ciascun membro si ha 
/-t-l = ±^l/2; 

e quindi la risoluzione delia proposta è ridotta alia risoluzione delle 
due equazioni del secondo grado 

y*— l/2.y-bl=0 , y’-+-l/2.y -1-1=0, 

le quali danno 

l±l/^ — l±l/^ 


1/2- 


1/2- 


(13) 


Il binomio y"-l- 1 potendosi scomporre in fattori iiniuaginari , 
r equazione stessa prende la forma 

e dà le quattro radici 

y=±^/+P^, y=±j/ — 

Ma su queste espressioni hanno la preferenza le (13), la cui forma 
e «E -f- jS 1 . 

4“ Sia n = 6; l’equazione y" — 1=0 riceve la forma 

(y-iXy’+»)=o. 

Le radici corrispondenti a ciascun fattore sono le(10je(l 1) già trovate. 

5* Similmente le radici dell’ equazione y‘ — 1=0 sun date dalle due 
equazioni 

y*— 1=0, y‘ 4 - 1 = 0 , 

già risolute. 

Negli altri gradi vi è bisogno del soccorso di altre teoriche per 
risolver le equazioni binomie. 


403. Essendosi rappresentata per a la radice numerica di y, 
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la relaziono (2) fa conoscere che per arere i valori d’j:, cioè Io 
radici dell' cipiaziouc (1), conviene moltiplicare ciascun valore di 

n 

PP*' radice numerica del fermine noto. 


406. Teorema. Sia » una radice comune delle equazioni 
(14) y'— 1=0, y- — 1=0, (fS) 

in cui m < n , e Eia w >/ mot simo comun divisore Jra m ed n-, dico 
eie » dovrà verificare ancora V equazione 

y»_l=0, (16) 

Si trovino ( n° 319 ) due numeri u e r propri a verificare l’equazione 
mu — nv = s). (17) 

Siccome per ipotesi »" = 1 , »" = 1 , sarà anche a“ = l , e *“’=lt 
e quindi — »’'=0 , e dividendo per si ha a”*"**— 1 = 0 , ovvero 
per la (17) 

«»— 1 = 0 . 


Perciò > deve verificare l'equazione (16). 


407. Da ciò si deduce : 

1° Poiché uua radice « non può verificare le due equazioni (14) 
e (15) senza verificare anche la (16) in cui n> è divisore di n , ne segue 
che se è la più piccola potenza di a che dà l’ unità , m sarà un di- 
visore di n. 

Se n è numero primo , i numeri m ed » non avranno altro divi- 
sore comune che l’unità; perciò sarà in = l c quindi « = 1 ; cioè le 
due equazioni (14) e (15) non possono avere altra radice comune che 
l’unità. Quindi se a è una radice immaginaria c » è numero primo, 
essendo impossibile che sia >" = 1 , la più piccola potenza di a che di 
r unità sarà 


408. Se a è una radice dell’ equazione 

y"_l=0. (14) 

diversa dalla unità , una qualunque sua potenza soddisfa anche alla 
stessa equazione. E se a è tale che la più piccola delle sue potenze che sia 
eguale a 1 è a* , a si chiamerà una radice primitiva dell’equazione (14). 

409. Se n è numero primo, ogni radice diversa dall’ unità sarà ra- 
dice primitiva. 

Se R = >n* essendo m numero primo ed è a una radice dell’equazione 

il” -1=0, (18) 

fatto |3 = a", evidentemente sarà radice della (14). Dico inoltre che 
^ è una radice primitiva. 

In elTctti se potesse aversi = I essendo 4 < rt , i due numeri n e 
k dovrebbero avere un divisore comune ; ma n non ha altro divisore 
che m, perciò k=m, ossia ^‘* = 1 da cui risulta a=l ; contro l’ipolcsi. 
Similmente si dimostra che se n = m*, e a è una radice immagina- 

ria della (18), j3 = »”‘ sarà una radice primitiva della (14). E cosi 
di seguito. 
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Se nssAJt, essendo A e i numeri primi fra loro | cd « e sono 
radici rispeUive delle due equazioni 

(19) y*— 1=0, y* — 1=0, (20) 

afi sari evidentemente radice della (14). E se • e sono radici pri> 
mitive delle equazioni (19) e (20) , sarà una radice primitiva det- 
r equazione (14). Imperocché sia m il più piccolo esponente che dia 
(a^j^sl , sarà (n° 407 ) m un divisore di n ; e siccome n=M, sarà 
, essendo A' divisore di A e divisore di k. Si avrà quindi 

(o^)*'*'=l. Eld elevando alla potenza intera sarà (»j3)**'=l ovvero 

•*^^=1 ; e poiché »**'=! , sarà ^'=1 ; cioè p sarà radice comu- 
ne delle due equazioni 

y*_l=0, y**'-l=0. 

E poiché k 0 AJ^ hanno per solo divisore comune k ' , p verilkherà an- 
che l’equazione y*' — 1 = 0. Ma p è radice primitiva della (20), per- 
ciò k!=k. Cosi si dimostra che A' non può esser diverso da a ; e quin- 
di m=Ak=n. 

In generale allorché l’esponente n dell’equazione (14) si compone di 
molti fattori primi tra loro, cioè é n = Akl , una radice primitiva 
si ottiene formando il prodotto delle radici primitivo rispettivo a,/3,y... 
delle equazioni y* — 1=0, y‘ — 1=0, y * — 1 = 0, ec. 

409. Sia a una radice primitiva dell’equazione (14) diversa da 1 , 
e si formino tutte le sue potenze successive; queste daranno solo n ter- 
mini , che sono : 

„ «4. ... 01.*. (21) 

In eflietti essendo ot»-*-«=», oi»-<-*=«* a»+-S:=«s ..., 

1 1 

»"~»= — = 01 —», 01 »— • =-- = 01 — a , ec. 

« «• ’ 

tutte le potenze intere di » , maggiori di n e minori di 1 , riproducono 
gli stessi termini contenuti nella serie (21). Dico inoltre che questi ter- 
mini Bon tutti diversi ; poiché se potesse aversi oi* = oi* , essendo A e k 
minori di n, sarebbe o»^~*=l ; il ebe è impossibile quando A e il non 
sono eguali. 

Perciò la serie (21) contiene tutte le radici della (14) , le quali per 
conseguenza son di numero n, cioè tante quanto è il grado dell’ equazione. 

410. Si prenda nella serie (21) un termine oo”; se n ed m hanno 
un divisore comune » , ed è n = n'm , m = m'ai , sarà 

•*»'■ = 1 =a*'®*' = («"»)»'; e perciò »“ verificherà le due equazioni 

y* — - 1 = 0 , y*' — 1=0, 

e a" non sarà radice primitiva dell’equazione (14). Quindi nella serie 
(21) saranno radici primitive tntte le potenze di a il cui esponente è pri- 
mo ad n. Dunque le radici primitive saranno tante quanti numeri mi- 
nori di n vi sono primi ad n. 

411. Allorché n è numero primo, ogni radico immaginaria è una 
radice primitiva. Quindi se nella serie (21) si sostUuuce a* in vece di 
a , si avrà la serie 

a" , a*“ , aS- *« (22) 
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die conterrà pure tutte le radici della (1*). E te ai acrivono in vece 
degli eaponenti m , 2m , 3m , ec. i loro resti dopo averli diviai per n, 
ai avranno gli stessi termini della (21), ma disposti con altro ordine. 

Da ciò segue che se n è un numero primo e si dividono per u i mol- 
tiplici di m , cioè 

m , 2m , Sm , 4m , nm , 

i resti che si ottengono saranno tutti i numeri naturali da / a n , ?na 
disposti con altro ordine. 


ART. II. 

Equazioni trinome. 

412. Si distinguono sotto il nome di equazioni trinomie tutte 
quelle che si possono ridurre alia forma 

a?**" -t-px"* -4-y s=sO. (1) 

Le quali si risolvono come quelle del secondo grado ; perchè fa- 
cendo x” =y , r equazione stessa diviene 

y*-Hpy-t-9'=0. (2) 

da cui si ottiene y = — ^p± —p* q. Chiamando A b B\ 

due valori d’y, sarà 

x“ = ^, x" = 5. (3) 

Si ottengono i valori d’x da queste due equazioni moltiplicando 

**• m 

il valor numerico di e quello di \/b successivamente per tutti 
i valori di {/ì (n"403). 

413. Pbobleka. Si voglia scomporre il numero 6 in due fat- 
tori tali che la somma de' loro cubi sia eguale a 3S. 

g 

Sia X uno dei fattori ; l’altro sarà — ; quindi l'equazione sarà ' 


x’^ ^ = 33, ovvero x* — 3Sx’= — 216. 

Facendo x'—y si ha y’— 33y= — 216, da cui 



c perciò 


yz=.21, y = 8; e in line x’ = 27, x’s=8. 

I.e radici numeriche di terzo grado del secondo membro sono ri- 
spctlivamcnlc 3 e 2 ; quindi rappresentando per 1 , > , p i tre 
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* 

valori di \/T , le sei radici dell' equazione data sono : 

3 , 3« , 3iS ; 2 , 2« , 2;3. 

Le due radici reali sono appunto i due fattori del numero 6 ; ed 
in eSetti se x rappresenta generalmente uno de’ fattori , l'equazio- 
ne deve necessariamente comprenderli tutti due. Le radici immagi- 
narie si presentano a causa cne nell'equazione entrando x‘ che com- 
prende tre determinazioni diverse della x , ogni radice si triplica, 
e l’equazione si eleva al sesto grado. 

414. n problema risoluto è un caso particolare del seguente. 

Trovar due numeri z e y di cui è dato il prodotto q e Ai somma p 
delle loro potenze m.’"" 

Le equazioni del problema saranno 

x"'-hif"=p, ay = y; (4) 

d’ onde 

e a*" — ;>a:" -h y" = 0 , 

che è la formola generale delle equazioni trinomio. 

Inoltre elevando alia potenza la seconda delle equazioni (4) , 
si hanno le altre 

le quali mostrano ( n” 87S ) chex", y" sono radici dell’equazione del se- 
condo grado 

M* — /MI -H y“ = 0. 

E rappresentando per A e B \b radici di questa equazione , si ha 
x" =. A , y" = B. 

Bisogna inoltre che i valori d’x e d’y sieno combinati in modo da 
soddisfare all’ equazione xy = q, cioè che diano per prodotto y. Per- 

m 

ciò rappresentando per A' il valore numerico di \/À , per il valore 

numerico di |/À , e per a una radice primitiva (n” 409) dell’ equazione 

y" — 1 =o 0 , 

i sistemi di valori propri a verificare le equazioni (4) saranno i seguenti; 
x=A>, y=B', 

X = a-A' , y = B' , 

X = »•/#', y = 


x = a’—'A', y = xB'. 
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ART. III. 

Oatervaztoni sul calcolo de radicali algebrict. 

41ì>. Un radicale considerato aritmeticamente ha un sol valore; 
Dia considerato algebricamente ha tanti valori per quante unità con- 

S 

tiene l’ indice. Se per cs. si cerchi il valore di |/27 , si farà 

a-= |/ 2 r, ovvero a;’ =27. Chiamando 1 , *, |S i tre valori di i/i, 
le tre radici di 27 saranno 3 , 3o , 3^ . 

Di ogni radicale una sola è la determinazione aritmetica ; i va- 
lori negativi e le espressioni immaginarie si chiamano le determi- 
nazioni algebriche. 

416. Da ciò segue che x' « un simbolo più generale di x. In 
cifetti X ha una determinazione unica , e j;’ ne racchiude tre , per- 
chè può provenire da tre quantità diverse. Lo stesso si dica per 
le altre potenze. 

Quindi se per trasformare un’espressione algebrica vi è bisogno 
di elevare a potenza alcune delle quantità che la compongono , T'e- 
spresskme acquista maggior generalità per effetto delle nuove de- 
terminazioni che vi si sono introdotte. 

417. Le formule del n° 74 , che racchiudono tutte le regole dei 
radicali , sussistono senza eccezione nel caso che , essendo a c b 
quantità positive, si fa astrazione dalle radici dell’ unità. Ma se un 
radicale si considera in tutta la generalità , il simbolo col quale 
vien rappresentato non ha più un significato preciso. Allorché esi- 
ste un’ eguaglianza fra due espressioni algebriche , è necessario che 
ciascuna abbia un valore unico, allìncbè sottratte l’una dall'altra 
si distruggano. Ma quando due espressioni algebriche contengono 
radicali , i quali debbono considerarsi in tutta la generalità , non 
può più tra essi stabilirsi eguaglianza , perciò che non si saprebbe 
quale de' valori del primo membro è uguale ad un valore del se- 
condo. 

Ciò non pertanto un’ espressione contenente radicali e perciò ca- 
pace di molti valori , si potrà trasformare in un’ altra che compren- 
da lo stesso numero di valori ; e quindi ne’ radicali algebrici si po- 
tranno eseguire tutte quelle trasformazioni che non restringono nè 
accrescono il numero de' valori di cui quell' espressione è suscetti- 

m m at 

bile. Per es. si prendano le due espressioni l/óx|/i5 c J/òà ; se 
sì mette la prima eguale a a; e la seconda eguale a ^ , si avrà 

M ■ M 

X— l/n X \/b , y=J/^; ed elevando alla potenza «j*'"*® , ri- 
sulta x"' = aò, tj’* = a6. Essendo identiche queste due equazioni, 
i valori d'x e d y saranno eguali e nello stesso numero ; perciò 

H M m 

all’espressione i/aX^/Z si può sostituire |/aà. Che se si scrivesse 
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|/aX|/6 — , quest'eguaglianza non potrebbe essere inter> 
petrata , a meno che non si volesse aggiunger la condizione tacita 

che in ciascun membro si prende la stessa determinazione di ; 
ed in tal caso quell' eguaglianza non sarebbe che un modo com- 

m 

pendioso di rappresentar fante eguaglianze quanti sono i valori di |/1. 
Nel modo stesso si dimostra che 




si trasforma in 



(I/o)** 


in 




mi» 

in i/o" , 


m n 

|/rt X ì/ò 


Wl» 

in . 


mn • m 

Frattanto l’espressione non si può trasformare in j/a come 
si farebbe quando si fa astrazione dalle radici dell' unità , perchè 
la prima espressione è capace di tnn valori , mentre la seconda am- 

« 

mette solamente m valori. Per es. I /27 , di cui si ottengono i valori 

« 

moltiplicando la radice sesta di 27 per le radici di J/T , non si 
può trasformare in (/T che ammette due soli valori. 

Similmente da J/a . J/4 si può passare a J/ó*?^ ; ma sarebbe 

erronea la trasformazione in J/ a"''à“'’. 

Si avverta che , quando si è detto non potersi stabilire eguaglianza 
tra espressioni che contengono radicali , si deve escludere il caso 
delle equazioni, cioè il caso in cui vi sia un’incognita da determinarsi; 
perchè 1' incognita di un’ equazione è sempre un simbolo generale 
che può aver tanti valori quante radici ammette l'equazione. 


418. Anche quando si vuol fare astrazione dalle radici dell’unitù, 
le formole del n° 74 non sussistono se non quando a e 6 sono 
quantità reali c positive. 1 seguenti esempi serviranno di pruova. 

1 " Sia da moltiplicarsi J/^ per |/^. Secondo la regola si 

avrebbe 

|/ — o X \/ — a = J/ — ax— ^ a= ± a. 


Or se in si vuol considerare una sola determinazione e pro- 
priamente quella che apparisce , il prodotto non può aver che un 
solo valore. Quindi il risultamento ±a non può convenire che al 
caso in cui in ciascun radicale si considera il doppio valore di cui 
è capace. In effetti quando ne' due radicali si prende la stessa de- 
terminazione, quel prodotto è il quadrato di J/Z!^, il quale si oU 
tiene sopprimendo il segno J/, e si avrà 

risultamento esatto. 


El. di Mg. 
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2'. Sia 1 psprrssioiie {/'„ \/—i- Secondo la regola si iia 

l/p = l/piTr = i^i>r== 

L' ultima espressione essendo capace di quattro determinazioni di- 
verse , mostra che la trasformazione suddetta non sarebbe permessa 
so non quando ne’ radicali clic compongono il prodotto dato si vo- 
gliono considerare tutte le dclcrminazioni. !n caso contrario 

essendo appunto uno de’ quattro valori di , non ammette tras- 
formazione. 

3° Sia a una delle radici immaginarie dell’equazione y’ — 1=0. 

5 ^ > a ) 

Secondo la regola si avrebbe (j/« )’ = = J/i" . Ora J/T a- 

vendo Ire valori , non può convenire a (v/«)’ ebe deve avere un 
sol valore quando si vuol tener conto di una sola determinazione 

S 

di |/JT. In clfelti ricordandosi che la terza potenza di un radicale 
terzo si ottiene sopprimendo il segno, si riconosce essere j’ = a; 

S 

vale a dire che de’ tre valori di J/j” , a è quello che conviene alla 
potenza indicata. 


419. La causa che dà origine a questi risullamenli molliplici , 
dipende dall’elevazione a potenza della quantità sottoposta al radi- 
cale. Quando il radicale è d’indice pari e la quantità sotto il segno 
1/ è negativa , questo radicale comprende una determinazione la 
cui traccia si [lerdo con 1' elevazione a potenza , siccome si può ri- 
conostfere negli esposti casi. 

bisogna dunque , per non cadere in equivoco, riportare ( quando 

si può) i radicali alla forma 1/^7, dove l/a" rappresenta la ra- 
dice numerica di a , ed operare quanto meno è possibile sulle quan- 
tità sottoposte al radicale , aliinchò meno si allontanino dal loro 
stato originario, rammentando che coll' elevare a potenza una quan- 
tità s’ introducono nuove determinazioni che rendono l’espressione 
più generale (n“ 416). Con l’indicala norma è facile trovare le 
determinazioni corrispondenti ai seguenti prodotti. 

1“ l/Z!^X|/36=j/7|/F|/Z7i/ZT=i/SF(l/^)‘=— ; 

2“ i/r^xi/cii = i/^(l^ci7)*= 


3“ 1/ — oXl/ — b = — 1 )*=|/^l/ — 1 = — ; 

4" = l^(l/^)* = |/à6l/ZTi ; 

ec. 

Sia proposto ancora di verificare l’ espressione — come 
radice dell’equazione y’ — 1=0. Sostituendola in luogo d’y, si 
ha ( 2 )=^’ 8 =- 5 -=l. 


Digitized by Google 



( 251 ) 


CAPO VI. 

LnOTI DELLE BADICI DELLE EfJUAZIONI. 

^aae-e» — 


•420. Sin 

-f- = 0 (1) 

un’equazione qualunque; siccome le radici debbono trovarsi fra nu- 
meri che danno risultamenli di segno contrario , ò chiaro che se 
si fa crescere x indcGuitamenle , allorché si arriva ad un numero L 
dopo del quale i risultamenli sono sempre dello stesso seguo , l’ e- 
quazionc (1) non potrà avere radici superiori ad L. Or se // è il 
valor numerico del massimo coeiliciente dell' equazione (1) , e si fa 
L=II-^- 1 (n'336), la più grande radico positiva dell’equazione (1) 
sarà minore di Z, e quindi Z sarà limite delle radici. 

421. Questo valore è non solamente maggiore della più grande ra- 
dice positiva, ma anche di tutti i moduli delle radici immaginarie. 

In effetti rappresentando per f(x) il primo membro dell’equazione data, 
s! sostituisca per x un’espressione immaginaria qualunque u -+-r \/ — 1 . 
Sia H il modulo di e » il inudulo di u-^-v\/—i. Sicco- 

me i coefficienti dell’equazione son tutti reali, si dicano 7/, , 7/,, 77, ...If, 
i loro valori numerici, che sono precisamente i loro moduli. I termini 
dell’equazione data avranno per moduli rispettivi /»",//,»)"-•, //„■»"-•, ec. 
(n" 207); e si avrà (n”208) 

o (7/,®"~* -t--^f,®'**"*-+-77,a>"“*-fr , 

quando il secondo membro è positivo. Ma questo secondo membro è po- 
sitivo quando o>=Z; perciò l’espressione che rende U = 0, cioè che è 
radice dell’equazione data, deve necessariamente avere un modulo in- 
feriore a Z. Quindi Z sarà maggiore di tutti i moduli delle radici im- 
maginario. 

422. Quando si tratta di trovare il limite delle radici positive con- 
viene osservare , che de’ termini positivi basta considerare il solo 
primo termine , e fare astrazione da lotti gli altri ; in tal caso pren- 
dendo per Z il valor numerico del massimo coelGcìcntc negativo 
aumentato dell’unità, risulterà necessariamente il primo termino 
maggiore della somma di tutti i termini negativi ; quindi il primo 
termine aumentato di tutti gli altri termini positivi sarà a più forte 
ragione maggiore della somma dì tutti i termini negativi. Dunque si 
può prendere per limite delle radici positive il valor numerico del 
massimo cueSìciente negativo aumentato deU’uniU'i. 

Questo Umite , sebbene non sempre si trovi mollo prossimo alla 
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più panile radice positiva , ha il pregio che si scopre a colpo di 
occhio. Cosi nell' equazione particolare 

x*-)-5x'-f-Ga :’ — Ix — !> = 0 , 
il limile delle radici positive è 8. 

423. Se il primo termine è seguilo da altri termini positivi , si 
può anche con facilità trovare un limite più prossimo. In fatti sup- 
posto che il primo termine negativo corrisponda alla potenza 
e rappresentalo per //il valor numerico del massimo coefficiente ne- 
gativo , è chiaro che per avere risiiltamenti sempre positivi basterà 
determinare per x un numero proprio a verificare l'ineguaglianza 


la quale corrisponde all'altra 
x”>II. 


— •n*+" I J 


ovvero dividendo l'uno c l'altro membro per a?**-’ , 

m-f-i — J 




— 1 ) 


( 2 ) 


// 


Per soddisfare a questa condizione basta che — non sia 

‘ 1) 

maggiore di 1 . Quest' espressione si può metter sotto la forma 

jl fx l\”*— t ... ... 

; — l 1 ; e poiché il secondo fattore è minore di 1 , ba- 

(a?-l) \ X / 

sta fare 

Il — = *" 

■'> 

Perciò si può prendere per limite delle radici positive l'unità au- 
mentata della radice del valor numerico del più grande coef- 

ficiente negativo , essendo m il numero de' termini che precedono 
il primo termine negativo. 

E da avvertirsi , che quando , siccome suole il più sovente ac- 
cadere , questa radice non può ottenersi esattamente , si prenderà 
il numero intero prossimamente maggiore. Nell'esempio riportato 

s 

più sopra si ha per limite \/i 1 , cioè 3. 

Quando il secondo termine è negativo , questo limile si confonde 
col primo. 


424. Essendo 


x "— 1 


-t-1. sarà 


X 


= ( X— 1 . 


Si trasformino a questo modo tuli' i termini positivi dell' equazione, 
e si lascino invariati i termini negativi. Per fissar le idee si sup- 
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ponga che sia il primo fermine negativo. Così facendo, si 

avr.i 


( 3 ) 


(av-l)x"— -+-1 (jr— 1 ^ =0. 

-^A, A, 

-\-A^ 

-^A, 

— A^x’'-^ 

Quando 1 , tutti i termini di questa equazione saranno positivi, 
se sono tali quelli in cui entra qualche coelSciente negativo. Ora 
per render positivo il termine che contiene basta fare 

> A, 


X — 1 


'• l-h^ i-hyf -h.^1 


d' onde 


X 


> A, 


t-1. 




In generale si vede che per ottenere dalla (3j risultamenti sempre 
positivi , bisogna comporre diverse frazioni come la (4) , cioè for- 
mate da un coefEciente negativo diviso per la somma di tutti i coef- 
lìcieati positivi che lo precedono , prender di queste frazioni la più 
grande , e fare x eguale al numero intero che segue immediata- 
mente questa frazione , aumentato dell' unità. Così nell’ equazione 
a:’ -1-2** — Sx*-t-3a;’ — llar* — 9x-+-6=»0. si hanno le frazioni 


ièz ’ P‘“ ® T* 

-t- 1 , ovvero 3 , sarà il limite delle radici, 
o 


42S. Se neU’equa[.ione 

J{x) = 0 

si fa x=hrhif , si ha ( n<> 334 ) 

yiA) +/(% \fw -t- + y=o- 

Prendendo per h un numero che rende J[h) , f{h) , , ec. lutti 

positivi , l’equazione (4) non potrà avere radici positive ( n” 393); dun- 
que y^^x—h surà necessariamenld negativo , e perciò h sarà maggiore 
di tutti i valori d'x. 

Si può con grandissima facilità trovare per x il più piccolo numero 
intero dopo del quale il segno delle funzioni 

, ( 6 ) 

si mantenga costantemente positivo. Di fatti la penultima , essendo di 
primo grado , somministra subito il numero intero più piccolo che la 
renda positiva ; questa allora non potrà divenir negativa per la sostitu- 
zione di numeri più grandi. Se, a partir da questo numero, si sostitui- 
scono per X nella funzione derivata seguente i numeri naturali conse- 
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culivi , allorché si giun^rà ad un risullameulo positivo , questa funzione 
non potrà divenir negativa per la sostituzione di numeri più grandi. Così 
proseguendo , si troverà il più piccolo numero intero , dopo del quale 
f(x) si mantiene sempre positiva. 

Sia per esempio I’ equazione 

i4_7j;3_6x*— 13J--I-8 = 0 ; 

sarà 

f(x) = x4— 7a* — Gx* — 1 3x-t-8 ; 

/(x) = 4x5— 2Ix’— 12x— 13 , 

~r‘(x) = 6x-—2ix—6, 

Comineiandn dall' ultima, si ha 2 che rende positivo. Sosti- 

tuendo 2 in ^f"(x) si ha un risultamcnto negativo ; e negativo si ha 

f iure per x=3. Ma facendo x=4 si ha un risultamcnto positivo. Il po- 
inomio/'(x) risulta negativo per x=4, e per x=5; ma x=6 dà 
un risuliamcnlo positivo. Finalmente /(x) dà risultamenti negativi per 
x=6, e x=*7 ; ma x=8 dà un risultamcnto positivo. Perciò 8 è il nu- 
mero richiesto. Dalle cose premesse si rileva facilmente che 8 è il nu- 
mero intero che segue immediatamente la più grande radice positiva , c 
perciò è il più prossimo limite delle radici positive. Ma ciò non si avvera, 
allorché il numero che rende positiva f(x) rende anche positiva /\x). 

Questo metodo dovuto a Newton ha il pregio di dare il limite più 
prossimo delle radici, e spesso somministra i due numeri consecutivi fra 
i quali è compresa la più grande radice positiva. 

Applicato all’ equazione 

x5-t-l Ix* — 25x — 67=0, 

dà per limite 5 , mentre il primo metodo ( n” 422 ) dà 68 , il secondo 
( n® 42S ) dà 10 , e il terzo 7 ( n° 424 ). 

426 . Per trovare il limile delle radici negative , basta cambiare 
i segni de’ termini di posto pari. Allora le radici negative si cam- 
biano in positive ( n" 392 ) , e di questa equazione trasformata si 
troverà il limile co' metodi precedenti. 

427 . Per trovare un limile inferiore diverso da acro , si fora 
1 ,, 

X = — , e l equazione 

x" ■+■ x/.X»- ■ -+■ ■+■ A ,- ,X -+- = 0 

diverrà 
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Siaii il limile snperiore di a, sarà ovvero -■< 4, d’onde 


La trasrormala in z avendo gli stesasi ooeflìcienii della proposta 
divisi per l’ ultimo termine col segno che ha nell'esazione in a;, 
si può alla sola ispezione dell’equazione trovare il limite inferiore 
delle radici positive ; perciò determinando la x secondo il primo meto- 
do (n“ 422), sarà A s= ^-(-1, dove per si deve prendere 

il massimo coeiGciente fra quelli che hanno segno contrario al se- 
gno dell’ ultimo termine. 

Per es. l'equazione 

x’ — 3x* — 6x’ — 3x*-t-4x — 7=0 
offre immediatamente i quattro limiti seguenti ; 


x<8, 


x> 


1 




7 

TI ’ 


x< 



7 ^ 
13 ’ 


.r>— 7 . 
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CAPO m 

ABBASBAMElfTO SEUX EQVAZXOin. 


ART. I. 


Ricerca de fattori razionali del primo grado. 


428. Teoheua. Se un equazione ha per coefficiente del primo 
termine l’unità, e per coefficienti degli altri termini numeri in- 
teri , ninna delle tue radici può esser espressa da una frazione 
razionale irriducibile. 

Sia 

-+-^»-iX-4-y/,e=s:0 (1) 


un’ equaEÌone nella quale i coefficienti dn-i, d^ si sup- 

pongono numeri interi ; e , se è possibile , la fraùonc irriducibile 
rappresenti una sua radice. Si ha per la supposisione 







d’ onde moltiplicando per A” risulta 
A" -4- AJtk^- * -(- AJdh *- • -h Àn- 0 . 


ovvero 

— -t- + 

Questa eguaglianza è impossibile , perchè il secondo membro rap- 
presenta un numero intero , ed il primo una frazione , perciò che k 

che non divide A non può dividere A" (n" 98, II). Dimque la frazione -j- 

iion può essere radice dell'equazione. 


429. Potendosi ogni equazione ridurre alla forma supposta nel 
teorema precedente (n° 4Ì00), si vede che la ricerca delle radici 
razionali si può mediante l'indicala trasformazione restringere a quel- 
la delle radici intere. 


430. Essendo l'ultimo termine di un’ equazione eguale al prodot- 
to di tutte le radici, è chiaro che le radici razionali debbono ne- 
cessariamente trovarsi fra i divisori d(:ll' ultimo termine. Se dunque 
qtiesto termine ha pochi divisori , si possono sostituire successiva- 
mente nell'equazione; quelli che vi soddisfano saranno radici del- 
l'equazione. Bisogna rammentarsi che, rappresentato per a un di- 
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«bore dell' ultimo (ermiue , in vece di sostituire a in Tecc di e per 
vedere se si ha un risultamento eguale a zero , è sempre più bri^c 
dividere il primo membro dell’ equazione data per x — a\ e se il 
resto è zero, sarà a radice deli' equazione. 

Quando l' ultimo termine ha molti divisori , quest' ultima opera- 
zione, ripetuta sopra un gran numero di divisori, riesce anche lunga 
c penosa. E da osservarsi che nel far la divisione del primo mem- 
bro deH’equazione per x — a non si può arrivare al resto «senza 
passare successivamente per tutti i cocOicienti del quoziente ; quindi 
nel caso che il resto non sia nullo , risulta come perduto tutto il 
calcolo fatto per trovare il quoziente. Ora non si ha nessuna parte 
di calcolo perduta , seguendo un cammino opposto ; cioè si partirà 
dalla supposizione che il resto sia nullo , e si troveranno i coeHI- 
cienti del quoziente in ordine contrario. Se la supposizione regge, 
r operazione andrà innanzi senza ostacoli ; il caso contrario viene 
avvertito dal trovar frazionari i coefGcienti del quoziente. 

Sia 

r equazione data; e 

rappresenti il quoziente del primo membro della (2) diviso per x — «. 
Supposto il resto nullo , fru le A e le li passeranno le seguenti 
relazioni ( n* 340 ) : 

, A, = B,-aB^ , ./„ = //„. 

Cambiando per semplicità di calcolo il segno a tutte In A , il che 
corrisponde a cambiare i segni a tutta I’ equazione , le dette rela- 
zioni daranno : 



Le quali espressioni rappresentando i coefficienti del quoziente deb- 
bono dar sempre numeri interi. Affinchè dunque un numero a sin 
radice di un’equazione, è necessario che divida l’ultimo termine; 
che al quoziente aggiunto il coclficienle del penultimo termine si abbia 
una somma divisibile per a; e cosi continuando, con aggiunger sempre 
ai quozienti il coefficiente del termine antecedente , dovrà arrivarsi 
a un quoziente eguale al coefficiente del primo termine col segno 
contrario. Patto questo saggio sopra tutti i divisori , quello sarà ra- 
dice che verifica tutte le indicale condizioni. 

A7. di Àlg. SS 
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la vece di far questa verificazione sopra un divisore per volta • 
si può far contcìnporancamonlc sopra lutti , scrivendo in una linea 
orizzontale tutti i divisori dell' ultimo termine presi col segno -i- 
c col — . Si debbono da questi escludere quelli che oltrepassano i 
limiti , c può anche farsi a meno de’ divisori 4- 1 e — 1 , che si 
possono verificare direttamente col sostituirli nell’equazione. 

Sia per es. l’equazione 


x' ■+- x^—3x’ — 33x' —Ux 4- 216 =0. 

Si può prender per limite delle radici positive (n"423) 

216 

ovvero 9, e per limite delle negative -r-j- 4- 1 (n' 424) ovvero 8. 

Verificato prima che le — 1 non sono radici, e poi presi i di- 
visori di 216 compresi tra 9 e —8, si opererà nel modo che segue: 

8, 4- 6, 4- 4, 4- 3, 4- 2, — 2, — 3, — 4, — 6, 

4-27, -+-36, 4-S4, 4-72, 4-108, —108, — 72, — S4, —36, 

—27, —18, 0, 4-18, 4- S4, — 1C2, —126, —108, —90, 


0, 4- 6, -f- 

27, -H 

81, -+- 

42, 4- 

27, 4-13, 

.33, —27, — 

c, 

48, 4- 

9, - 

6, -18, 

- 9, - 

3,- 

24, - 

3, 

4- 3, 

-12,— 

c,— 

27,- 

6, 

0, 

- 4v- 

3, 

-t- 

2, 

0, 

- 3,- 

2, 


3, 

4" 1» 

- 1,- 

1. 

— 

1. 



La prima linea contiene i divisori di 216 compresi tra i limiti , la 
seconda i quozienti dell’ ultimo termine diviso per ciascuno de’ di- 
visori , la terza linea contiene la somma de’ detti quozienti e di 

— 34 coelEcienle del penultimo termine ; la quarta contiene i quo- 
zienti de’ numeri della terza linea, e cosi di seguito. 1 numeriche 
nella prima linea corrispondono verticalmente ai quozienti eguali a 

— 1 , sono le radici razionali dell’ equazione. l..e quali in questo 
caso sono 4-3, 4-2, — 3. Diviso il primo membro dell’ equazione 
per {x — Z)(x — 2Xj 4-3), si ha il quoziente o:*4- 3x -+- 12 ; il 
quale eguagliato a zero darà le altre due radici , cioè 

Fa d’ uopo osservare die se ncircqunzione manca qualche termi- 
ne , si considererà nell’ operazione come se il termine mancante aves- 
se zero per coefiicientc. 

Sia per un altro esempio l’equazione 

3x* 4-3 a’ — 23^’ — Hx 4- 30 = 0 . (4) 
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li Umile delle radici positive è i/' ^ 1 ovvero 4 , e delle nc> 

23 

gelive è — -f- 1 ovvero 9 ; in conseguenza si opererà come qui sollo: 

4- 3,-4- 2,— 2,— 3,— 3, — C. 

4-10, -4- IS, — la, — lo, — 0, — 3, 

4- S, -4-10, —20, —13, —11, —10, 

4- 3, -+-10,4- 3 
— 18, — 13, — IS 

— 9 4- (J 

— 6 4-9 

— 3 - 3 

I divisori cui nell' ultima linea corrisponde — 3 , che è il coedì- 

dente del primo termine col segno contrario, sono -+-2 e — 3 ; 
perciò l’equazione sarà divisibile per {x — 2)(x4-3). Fatta la di- 
visione, resta il fattore Sor* — 3 = 0, il quale dà a: = ± 

431. Quando, divisa l’equazione pe’ fattori razionali trovati, resta 
un quoziente nei quale 1’ ultimo termine contiene per fattori alcune 
delle radici già trovate , converrà queste radici sottometterle nuo- 
vamente alla pruova , imperocché il metodo precedente non annun- 
zia se una radice è ripetuta più volte , cioè se l’ equazione ha ra- 
dici razionali eguali. Sia per es. l'equazione 

x’ — 4a;‘ — 19x’ 4- 1 02x* — 1 32x 4- 40 = 0. 

De’ divisori dell’ultimo termino quelli che soddisfano alle condizioni 
precedenti sono -4-2 e — 3. Fatta la divisione per {x — 2)(x-+-3) 
resta l’equazione 

4 = 0. 

Siccome l’ultimo termine contiene il fattore -+-2, bisogna fare 
una novella pruova su questo numero. Riuscita, si dividerà per 
X — 2 e resterà l’equazione x“ — 3x4-2=0, la quale non è più 
so<Idisfatta da xs2. 

Sicché l’equazione data prenderà la forma 



(x — 2 )*(x4-3)(x’ — 3x-42) = 0. 

432. Se ! divisori dell’ ultimo termine compresi tra i limiti sono molti, 
si può seguire un altro metodo proposto da Newton o per trovare quelli 
che possono essere radici, o per restringere il numero di quelli che 
debbono sottoporsi alla pruova precedente. 
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L’equazione (1) sia rappresentata pery^ar)=:0, • aia ripa un diri- 
sere razionale dijf'(x). Si potrà fare 

J{x) = {j;Z^a)<f{x). (5) 

Se in questa identità si sostituisse per x un numero qualunque A , si 
avrà f{/t) = {hlfZ o)(f(A) , cioè il numero J{A) avrà per divisore Az^a. Ciò 
posto , se in f(x) si sostituiscono tre o più termini della progressione 


per dilferenza 

2 , 1 , 0 , — 1 , - 2 , ( 6 ) 

ne risulterà la serie de* numeri 

Ai ) . Ao ) , A-i) , A-2)‘- ( 7 ) 

i quali , se -+-« è radice , avranno per divisori rispettivi 

• 2q=a, iqifl , ipa, — (l±o), — (2±a), (8) 


i quali formano anche una progressione che come la (4) ha per diffe- 
renza —1 . 

Quindi trovati i termini della serie (7) , si scrivano tutt’ i divisori di 
ciascuno de’ delti termini, si positivi c si negativi , con questi si for- 
mino tulle le progressioni possibili ehe hanno per dilfcrcnza — 1 ì ■! 
termine che in ciascuna progressione corrispondo a preso col se- 

gno contrario, potrà essere radice dell* equazione. 

. L’ inversa di questa proposizione non è vera ; in eonseguenza per as- 
sicurarsi se questi divisori dell’ ultimo termine che fanno parte di que- 
sta progressione sono radici, bisogna o sostituirli nell’ equazione o farne 
r esperimento esposto nel n" precedente. 

433. Per la pratica di questa operazione si possono tener presenti le 
osservazioni che seguono. 

1* Se si fa astrazione dal segno , le due serio (8) divengono 

, a — 2 , a — I , a , <7-t-l , «-t-2 

, 0-4-2 , o-t-l , a, 0—1 , fl — 2 ,.... 

la prima delle quali che è crescente conviene al caso in cui la radico 
è positiva , la seconda che è decrescente conviene al caso in cui la ra- 
dice è negativa . Perciò si prenderanno i soli divisori positivi , e con 
questi si formeranno tulle le progressioni crescenti possibili , e tutte lo 
decrescenti . I termini che nelle prime corrispondono a f(0) possono es- 
sere radici positive , i termini stessi delle serie della seconda specie pos- 
sono essere radici negative. 

2“ Non è necessario scrivere i divisori di ciascuno de’ termini della 
serie (7), ma bastano quelli di un sol termine; perchè aggiungendo o 
togliendo I* unità si forma il numero che dovrebbe dividere il termine 
seguente delle serie stessa. Appena si giunge a un numero che non è 
più divisore del termine corrispondente della (7) , si lascia quella serie, 
e si passa ad un altro divisore. Tra i termini della serie (7) si prefe- 
risce quello che ha un minor numero di divisori. 
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S’’ Basta ordioarianiente far le ipotesi £=1 , x — 0, a*s=— 1 , 
per aver un numero ristrettissimo di termini da sperimentare. Ma se 
questi rimasti fossero anche molti, un’altra ipotesi, cioè x=2 o x= -2, 
serve per fare un secondo scarto , che oraiuariamente lascia le soli ra- 
dici razionali. 

4° Se qualche termine della serie (7) risultasse zero , il valore cor- 
rispondente d^ a; sarebbe una radice. Frattanto anche in questo caso si 
puh far uso della regola , dando al zero per divisori tutti i numeri 
I, 2, 3, 4, ec. 

5* E inutile scrivere il divisore 1 di_/][0) , perchè se questo potesse 
appartenere a una delle progressioni bisognerebbe che si avesse y|[l) =0 
o pure — 1)=0. Similmente se 2 divide y\0), questo non può essere 
radice se f(2) o — 2) non è zero. 

Per applicare questa regola si riprenda l’ equazione (3). Il calcolo sarà 
disposto nel modo seguente. 


X 

X 

X 



I 

0 

1 


128 

216 

240 


1, 2, 4, 8 

2 3 3 

3 4 2 


Scritti i risultali che danno le ipotesi x=l , x=0 , x=—l, si pre- 
ferirà di trovare i divisori di 128 , che sono le diverse potenze di 2. 
Non dovendo oltrepassare i limiti , si scriveranno i soli divisori 1,2, 4, 8; 
c si vede immediatamente che da questi risultano tre sole progressioni 
duo crescenti o una decrescente. Sicché ì numeri da sperimentarsi sono 
-1-2, 4-3, — 3. E di fatti tutti e tre sono radici razionali. 

Sia per un secondo esempio l’ equazione 

*5 — 13x4 — 38x* 4- 19 Ix* — 201x 4- 720 = 0. 

Trovati i limili che sono 39 e 19 , si farà il calcolo segncntc; 



602 

660 

720 

1136 


1 , 7 , 

1,2, 3, 4, 5, 6, 10, li, 12 

3, 2, 3, 5, 

4, 1, 2, 4, 


Facendo le ipotesi ,r=l,x = 0, x = — 1, e trovati i divisori di 
J{\) , con questi si potranno formare quattro serie ; per conseguenza i 
numeri da sperimcnUrsi sono 4-3, 4-2, — 3, — 3; ma fatto ,r=2, 
le quattro serie si riducono a due , e restano 4-3 c — 5. Tutti e due 
riescono e I’ equazione si potrà dividere per ( x — 3 )( x 4 - 5 ). Se si 
fosse cominciato da x = 2 , si sarebbero avute immediatamente le due 
serie c il calcolo sarebbe riuscito brevissimo. 


434. La stessa regola si applica anche quando il primo termine non 
lia per coedicieute l’ unità. equazione (4) dà luogo al calcolo seguente. 


.T =s 

1 .. 

..81 

4,1,2, 

4 

,T = 

0 . . 

. . 3rt 

3,2,3, 

5 

X 

— 1 . . 

. . 12 

1 ,2, 3, 4, 

6 
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Scritti i divisori di 12 si formano subito quattro sole serie, l’ ultima 
delle quali è esclusa perchè -1-1! oltrepassa i limiti. Restano perciò da 
sperimentarsi i numeri -1- 2 , -t- 3 , — - 8. 

Nel caso che si sla considerando , cioè quando il coefiteiente del pri- 
mo termine non è I’ unità , il divisore raiionale potrebbe aver la forma 
6x — a , essendo ò un divisore del coefficiente del primo termine e a 
un divisore dell' ultimo termine. Allora la serie de' divisori , analoga 
alla (8) , avrà per differenza ù. Quindi dopo aver formalo le serie cre- 
scenti o decrescenti che hanno per differenza 1 , resterà ad esaminare 
se si possono formar serie che hanno per differenza b. 

Sia per es. l’equazione 

6j4 -I- Sx» — 151x* — IMx -I- S90 = 0 
Ecco il quadro delle operazioni 


sr = 

X =2 

2 .. 
1 .. 

166 

306 


3 

6 

— 2 

- 1 
2 

3 

X = 

0 .. 

590 

1, 

2, 

5 

1, 

2, 5, 

1 

x= 

1 .. 

584 


1 

4 

4 

8 , 

— -1 


Scritti i divisori 1 , 2 , 5 , di 590 , con questi si possono formar duo 
progressioni che hanno per differenza 1 , due che lianno per differenza 
3 , e un’altra che ha per differenza 2. Ma fatto x = 2 , i divisori di 
166 non lasciano che la sola serie — 1,2, S , 8 ; per conseguenza 
il divisore da sperimentarsi è 3x — 5 . La divisione riesce esalta , c si 
ha per quoziente 

2xS 4- 5x* — 42x — 1 18 = 0. 

435. Newton ha dato anche il metodo per trovare i divisori razionali 
del secondo grado. Si supponga che la proposta abbia per divisore 
X* -t- ox 4- 4 ; allora si potrà fare 

/W = ( X* -t- ox -+- i )<p(x). 

Sostituendo per x in questa identità un numero qualunque h , si avrà 
= (A* -H o»l à)<p(/<) . IVr conseguenza la quantità A* -f- oA - 4 - A 
dev’essere eguale a uno de’ divisori di /(A). Ciò posto, si sostituiscano 
per X quattro , cinque o più termini della progressione aritmetica 




. . . . , 3 , 2 , 1 , 

0, 

-1 , -2 



e 61 

rappresentino per , rf", , d" 

d'\, i divisori di j\^) . 

i divisori di /{3) 

, cc. ; si avrà 

, per 

per 

X = 

3 j Sa à ^ j — 

-9, 

= d".~ 

9, =d"',-9, 

CC. 


X = 

2 , 2o 4- A =a (/', — 

■4, 

= d>\- 

1 

« 

11 

cc . 


X = 

1 , 0 -f- à 1 — 

• 1 5 

= d\- 

1, 

cc. 


X = 

0, A = t/'„ 

3 

= d‘\ 


cc. 


X 

-1, — a -i- b = d'-t- 

-I, 


I , = I, 

cc. 


ec. 
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E siccome i primi membri formano una progressione per differenza , se 
il faltore razionale del secondo grado esiste è necessario che fra i ter- 
mini del secondo si possa anche formare una progressione per differen- 
za. Il termine di questa progressione che corrisponde ad x=s:0 dà 6, 
c quello che corrisponde ad x = 1 dà a. 

Sia per es. l’equazione 

-f- 2x* — 14x* -H 61x — 56 = 0. 

Si disporrà il calcolo nel modo seguente. 


X = 

.3 

.... 136 

1,2, 4, 8, 17, 



= d. 

X = 

2 

42 

1,2, 3, 6, 7, 

14. 

21, 

. 

X = 

1 

6 

1,2, 3, 6 



= rf. 

X =3 

0 

56 

1,2, 4, 7, 8, 

14. 


= rf. 

.T = — 

1 

132 

1,2, 3, 4, 6, 

10, 

11, 12,.. 

= <f_. 

a* = — 

2 

234 

1,2, 3, 6, 9, 

13, 


= rf_. 

x = - 

3 

....338 

1 , 2 , 13, 26 



= rf_3 


± d,—9=s—8, —7, — S, —1 , -t-8, —10, -11,-13, —17, —26 
±d,— *=— 3,— 2,— 1,-+-2 ,h- 3,-4-10,— 8,-6,- 7,-10 
±di— 1= 0 , -h 1,-+-2, -t-5,— 2,— 2,— 4,— 7 

±: d, =H-1, +2, -t-4, -h 7, -t-8, -h14, - 1, — 2, — 4, — 7, 

— 8,-14 

1= 0,-hl,-V-2,-l-3,+8,+ 9,-(-10,-f-ll,— 2,— 3, 

— 4,- 8.- 7,-11 

±d-.— 4=— 3,— 2,— l,-+-2,-l-8,-t- 9,— 8, — 6,— 7,-10, 

-13,-17 

’± d-3— 9=— 8,— 7, -t-4, -(-17, —10, —11, —22 -38 

Si hanno cosi quattro progressioni; la prima dà 6 = 8 , a-h i = H , 
ovvero a = — 3 ; la seconda dà A = — 4, a — 4== — 3, ovvero 
0=1; la terza dà^ = — 7,o = 0; la quarta , 4 = — 7, a=S. 
Per conseguenza i divisori da sperimentarsi sono : 

X* — Sx-l-8, x*-l-x — 4, X* — 7, x*-l-5x — 7. 

1 divisori che soddisfano sono il primo e l’ ultimo ; per conseguenza 
l’equazione prenderà la forma 

(x*— 5 x-h8)(x*-|-5x — 7) = 0. 


- 1 

— 1 

—7 

-(- 2 

—2 

—7 

-+- 8 

—3 

—7 

•+" 8 

—4 

—7 

-(-Il 

-8 

—7 

-f-14 

-6 

—7 

-4-17 

—7 

—7 


8 
3 
— 2 

- 7 

—12 

—17 

1—22 
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A R T. II. 


Bicerca delle radici eguali , o de' fattori razionali mollipUei. 


436. Sìa rappresentala por 

(0 

l'equazione -f- -f- .... =0 di grado n , e sieno 

<z, 4, c, h alcune delle sue radici , il cui numero è i; l'equa- 

zione data sarà divisibile ( a 344 ) pel fattore [x — a){x — b)...{x — h). 
Se queste radici divengono eguali , il divisore suddetto diverrà un 
fattore moltiplico {x — a)'. Quindi ricercare se un equazione ha ra- 
dici eguali , corrisjmnde a trovare i fattori molliplici , cioè i fattori 
della forma [x — af. Si tratta perciò di trovar le condizioni, allin- 
dic la (1) possa acquistar la forma 

(x-«)‘?{a-)=0, (2) 

essendo ffx) un polinomio di grado « — i. 

Si faccia x = a-hy; si avrà (n°334) 

f(a + y) =J{a) ±f^a ) . y + i /"(«) .y* +. . . -^y" ; 

c rimettendo per y il suo valore , si avrà 

J{x)^M {x-a)f'{a)-^-\{x-a)f''{a)+...^[x,-a)\ (3) 

Se « è radice della (1) sarà f{a) — 0 , c 1' equazione stessa prenderà 
la forma 

(x— «) [/'(a) -4- 1 (x— e)/"(ff) (x— a)— ■ J , 

siccome era già nolo (n" 339 ). Si supponga che la radice a non 
dìa solo y(a) = 0, ma riduca a zero molte dello derivale che se- 

F iiono , cioè sia anche f'[a) = 0 -, f''{a) — 0 , oc.; indicando per i' 
ordine della prima derivata che non si annulla, sarà 




c quindi chiamando ?(x) il polinomio chiuso fra parentesi , sarà 
f[x)=={x -a)7(x). 

Dunque aflìnchè l' equazione proposta possa prender la forma (2), 
conviene che si abbia 

/(fl)=0,/'(a)=0, /» = 0,..../-(«) = 0, (li) 
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cioè coaviene che a sia radice comune delle equazioni 

y(x)=0 , f{x) = 0, /"(x)=0,.../i->ì(x) = 0. (6) 

Viceversa , quando le condizioni (o) sono adempiute, dalla (3) si 
rileva che f{x) acquista necessariamenlc il fattore {x — a)‘. 

437. Se si conosce una radice a e si vuol sapere se questa ra- 
dice è ripetuta , bisogna andarla sostituendo nello derivate succes- 
sive dell' equazione ; sarà radice doppia se soddisfa anche alla prima 
derivata , radice tripla se soddisfa anche alla prima derivata e alla 
seconda , ec. 

438. Siccome le derivate si deducono tutte nella stessa maniera 
l' una dall’ altra , in conformità della (3) si deve avere 

• per le condizioni (3) si ha pure 

f'{x)={x—ay--?,{x). 

Parimente si troverebbe 

f'(x) = {x—a)'-’f,{x), 

/"(a-) =(x (x), (7) 




essendo ?,{x) , ec. tutti polinomi di grado n — t. 

Da ciò si raccoglie che se la prima derivala ha un fattore sem- 
plice comune con la proposta , questo sarà fattore doppio dell' equa- 
zione proposta ; se la seconda derivata ha un fattore semplice , co- 
mune con l' equazione data e con la prima derivata , questo sarà 
fattore doppio della prima derivata, e fattore triplo della proposta ; 
c così di seguito. 

439. Siccome le equazioni (6) non possono esser verificate da 
un medesimo valore d' x senza ammettere un divisore comime, così 

f >er esaminare se un'equazione , di cui non si conoscono le radici , 
la fattori moltiplici , si vedrà col metodo del massimo comiin di- 
visore ( n’ 354 ) se fra /{x) c f'{x) esiste qualche divisore co- 
mune. Se non si trova , l' equazione proposta avrà tutte le radici 
disuguali. In caso contrario sia D, il massimo comun divisore fra i 
suddetti due polinomi ; se questo è di primo grado, l'equazione (I) 
non avrà che una sola radice doppia. Ma se D, è un polinomio 
di grado superiore , è necessario esaminare se tray'(-P) « f'V) o 
pure fra e f'{x) vi esiste qualche divisore comune. Sia /?, que- 
sto divisore comune ; si Vedrà se tra /?, e vi è qualche di- 

El. di Alg. 34. 
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visore comune ; e cosi si proseguirà, finché si pervenga ad un di- 
visore A-i clic non ha più alcun fattore comune con la derivata 
Allora la ricerca delle radici eguali dipenderà dalia risolu- 
zione dell'equazione Dk-t~0, la quale non na radici moitiplici. 

Siccome non può avere un tallore semplice x — a, comune 
con J'{x) e /\x] , se j'(x) non ha il fattore doppio {x — a)*, si 
vede che quando tra f{x ) , J'{x) , f"{x) esiste un fattore comune, 
/>, (leve necessariamente aver fattori moitiplici. In vece dunque di 
trovare il divisore comune tra Al, e f"{x ) , si può far la stessa 
iqierazioue tra D, c la prima derivata di l)^. Similmente chiaman- 
do questo massimo divisor comune , si farà la stessa ricerca tra 
c la sua prima derivata ; e cosi di seguito. 


•140. liisoluta r equazione M_i=0, si hanno i fattori che nella 
proposta si trovano elevati al grado k , cioè i fattori della forma 
(.r — a)*. Ma questi fattori trovandosi elevati a quadrato in Dk-». 
Cu" 438), so si divide A,_, per />“*_, c si chiami Ajt-, il quoziente, 
l'equazione Xi_,=0 darà i fattori che nella proposta entrano al 
grado k — 1, cioè i fattori della forma (a- — i)*-'. Similmente divi- 
dendo /A-, fier A”i-. e per e chiamando A*_. il quoziente, 

r equazione Ak_, =0 dà i fattori che nella proposta hanno la for- 
ma (a — e)*~*. E cosi di seguito 

Per fissare le idee si supponga k = ^\ c fatto 

V D, J{x) 

la risoluzione della proposta sarà ridotta alla risoluzione delle equazioni 
A,=0, A.=0, A,=0, A,=0, 

La ricerca di queste equazioni può essere resa più semplice per mez' 
zo delle considerazioni seguenti. 


■441. Essendo Z), il massimo comun divisore fra J{x) e f‘{x), se 
si divide f{x) per D, si ha un quoziente nel quale i fattori moiti- 
plici divengono fattori semplici ; ed eguagliandolo a zero si ha una 
equazione che ha tutte le radici disuguali. 

In efl'etli, ee f{x) contiene il fattore (x — a)', ZZ, conterrà il 

fattore (x — per conseguenza nel quoziente s* troverà 

il fattore semplice x — a. Il che dimostra la proposizione. 

Ciò posto, se si rappresenta per v,(x) il quoziente di f(x) diviso 
per D, , [ler y,(x) il quoziente di ZZ, diviso per ZZ, , ec. , si hanno 
le relazioni seguenti ; 

-/JI7 = V.(u') , = ?.(x) , jj- = ?,(.r) 


ZZ*— a 

ih~: 

Ih-, 

1 


= ?k~.(x) , 
= (S) 
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Moltiplicando per ordine si ottiene 

/W= iì-Xa-) . n-, {'•>) 

Or poiché i fallori di ?,(ir) si contengono lutti in /), , e questi 
si trovano pure in fjx) , fjx) dividerà esattamente Per la 

stessa ragione ?,(^) dividerà , oc. Chiamando A', , A, ,A', , ec. 
i quozienti rispettivi , si avrà 

y.(x) = X,f,(x) , 

= X,vlx) , 


?k — i{x) = Xk — i?^(x^ , 

dalle quali si ricava 

A, .A,.Aj.... At_,.A^. , 
7.(0-)= A...V..... A'*_...Y,, 

?a(^) A,.,,. A/t-i-Aj^, 


?k— i(a^) — A*— i-Aj^. , 

7,(a-) = A*. 

Sostituendo questi valori in (9) si ha 

jx)=x,.x\.x‘ a ;*:;, av 

Si vede adunque che per dare a J'(a-) la forma (12) bisogna da |iri- 
raa trovare il massimo comun divisore D, tra f{x) e f'{x ) , poi il 
massimo comun divisore fra /->, e la derivata di /?, , e continuare 
(ino al divisore Dk-, che non ha più fattori comuni colla sua de- 
rivata ; poscia divider l'uno per 1’ altro i polinomi 

.m > . A A-. , 1 ; 

c rappresentando per 

f.W. ?.W . ?.(-c) 

i quozienti , divider ciascuno di essi per quello che lo segue. I i(uo- 
zienti daranno i fattori 

Xj j A, , A, A*— I , X/. 

che entrano nell' equazione proposta ad un grado di moltiplicità rap- 
presentato dall’ indice. Allora la risoluzione dell' ctpiazionc proposta 
c riportata alla risoluzione delle equazioni 

A. = 0, A,==0, A,=0 A*=0, (l;l) 


(10) 


( 1 ') 


(12) 
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ciascuna delle quali non ha che radici semplici. l..a prima dà f« 
radici semplici , la seconda le doppie , la terza le triple, ee. 

Risulta da ciò che la risoluzione di itn equazione che ha fat- 
tori mollipliei si può sempre riportare alla risoluzione di un certo 
numero di equazioni che hanno fattori semplici. 

Si avverta che se qualcheduna delle funzioni (13) risultasse egua- 
le a 1 , ciò indicherebbe che nell’ equazione data non vi sono ra- 
dici di quel grado di moltiplicità. 

Sia per es. l’equazione 


SI troverà 
e quindi 


— Cj;‘ -H 9j:’ - t- lOj;* — 36x -+- 24 = 0 ; 
D,=ix' — 4x-t-4 , D,=x — 2; 
./(>) 


D. 


:?.(x)=x’ — 2x* — 3x-+-6 ; 


^ = ?.(x) = o: — 2; 2 ; 


e iinairaente 

«.(a-) 


9.W 


= X. = x*-3, 15^ =A'. = 1, y/x) = A'. = a:--2. 

Perciò r equazione proposta prenderà la forma 
(x* — 3)(x — 2)’ = 0. 


442. Se r equazioni (13) son tutte del primo grado, la proposta 
uon avrà che radici razionali. Quindi se l'equazione non ha che 
una sola radice semplice, una sola doppia, una sola tripla, ec., 
le sue radici debbono esser necessariamente razionali. 


A R T. in. 

Ricerca de’ fattori binomi del secondo grado, ovvero 
delle radici eguali e di segno contrario- 


443. Sia 

/(x) = 0 (I) 

un’ equazione qualunque di grado n. Si tratta di trovar le eondhloni 
aflìncfiè possa ammettere un fattore della forma x* — 6. 

Si rappresenti per <p(x) la somma de' termini che contengono le po- 
tenze pari dell’ incognita c per 4(x) la somma di quelli che contengono 
le potenze impari , divisi per x. La (1) prenderà la forma 

<p(x) -+- 3-;(x) = 0. (2) 

AIEnchè questa equazione possa ammettere radici eguali e di segno 
contrario , è necessario che te a c una di questo radici , essa sia sod- 
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diifatU da’ due valori -ha e —a. E osservando che <)>(x) e |(x), perciò 
che contengono le sole potenze pari dell’ incognita , non cambiano al- 
lorché si scrive —x in vece d’ x , si avranno le due condizioni 

<p(o) + o;(o) = 0 , <p(o) — o4.(a) =0; 

le quali sommate e sottratte danno 

(p(o) = 0, ;(o)=0. 

Affinchè dunque a possa essere una radice di questa specie, è neces- 
sario che sia radice comune delle due equazioni 

«p(x)=0, ;(x) = 0. (5) 

Cercando dunque il massimo comun divisore fra i due polinomi 
e 4(x) , questo divisor comune conterrà tutti i fattori della proposta che 
hanno la forma x* — 6. 

Si vede d’ altronde che le equazioni (3) essendo della forma 
x’*-+-5,x'*-* -i-5,x**-*-h . . . . -t-Zfj = 0, 
non possono aver fattori binomi che della forma x* — a. Or di questi 
fattori quelli apparterranno all’ equazione data che sono comuni ad en- 
trambe (•). 

Sia per es. l’equazione 

3x6 _ 15x5 — 16x4 -1- 85x5 -1- 23x* — lOx — 6 = 0. 

Messa sotto la forma 

3x6 — 1 6x4 -t- 23x* — 6 — 5x{8x4 — 7x* -I- 2) = 0 , 
si tratterà di trovare il massimo comun divisore fra i due polinomi 
8x6 — 16x4 -4- 23x* — 6, 3x4— 7x•-^-2. 

Si trova che il massimo comun divisore è precisamente il secondo 
polinomio , il quale è quello che contiene i fattori binomi del secondo 
grado. L’ equazione proposta prenderà la forma 

(8x4 — 7x* -+- 2)(x* — 5x — 8) = 0 , 

ovvero 

3(x« — 2)(x* — ■ i)(x* — 5x — 3) = 0 , 

o in fine 

(x* — 2)(3x* — l)(x* — 5x — 3) = 0. 

ART. IV. 

Equazioni reciproche. 

444. Diconsi reciproche le equazioni le quali non cambiano forma 
allorché si scrive in vece d’x. Per es. è reciproca l’equazione 

Jx^ Bx* Jx n- 1=0 , 


(*) Il metodo si estende facilmente alla ricerca de’ fattori binomi di qnalunqus 

grado, cioè della forma — a. Si vegga il Trai, d’ Algebra n.* 7lt) e seg. 
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perche scrivendo — in vece d’^ si ha l'equazione 



= 0 , 


la quale moltiplicata per riesce identica alla proposta. 

Un’ equazione di grado pari è reciproca quando i termini ad egual 
distanza dagli estremi hanno lo stesso coefilciente ; o pure quando manca 
il termine medio , e i termini estremi e gli equidistanti dagli estremi 
hanno i coeDìcienti eguali e di segno contrario ; cioè quando hanno 
la forma 


,x««- j:»"*- «+. . ( 1 ) 

Un’ equazione di grado impari è reciproca quando i cocfiìcienti de’ter- 
mini equidistanti dagli estremi sono eguali e hanno o lo stesso segno 
o segno contrario; cioè quando hanno una delle forme seguenti : 

x*"*+i 1=0 (3) 

1=0(4) 

Le equazioni (2) , (3) , (4) riunendo i termini ad egual distanza dagli 
estremi acquistano la forma 

l)+..-|-^„_,X«-«(x*-l)=0, (5) 

* - 1 - l)-t-..^,x*(x»"‘-S+ 1 )h i-^„x"(x^- 1)=0, (6) 

x•»+»_l-^-^,x(x»"‘-•_l)^.^,x•(x*“-»_l)-H...^-y/„x■(x— 1)=0.(7) 

La (S) è divisibile per x* — 1, il qual fattore dà x = ± 1 ; la (6) può 
esser divisa per x-f- 1 j c la (7) per x — 1. Soppressi questi fattori , 
siccome i binomi che entrano in dette equazioni , divisi rispettivamente 
per X* — 1| x-t-1, e x — 1, danno quozienti composti di termini tutti 
|>ositivi , ciascuna prenderà la forma (1). Basta perciò considerar sola- 
mente le equazioni reciproche di questa forma. 


445. Ogni equazione reciproca ridotta alla forma (I) si abbassa al 
grado m. 

In effetti l’equazione (1) divisa per x“, e riuniti i termini ad egual 
distanza dagli estremi acquista la forma 

^.^x»-* -f-^) -H v^.^x~— . . 

■+' -H -\-J^ = 0. (8) 


Si faccia 


X-+- — = s, 

X 


(9) 


c dalla formala (14) del n° 231, scrivendo x in vece di a, — in vece di 6, 
si avrà 

1 fn(m — 3) , m(m — 5)(m — 4) 

=*■"— ma'*-*-*- ■ a«»- 4 — J' — ta«-6-j-cc.(10) 

* 1 J . 2 . 3 
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Col mezzo di questa formola si possono esprimere in z i diversi binomi 
contenuti nella (2) , la quale si convertirà in un’ equazione del grado m 
che può essere rappresentata per 

s*"-}- CiS™"* -+- -ir ••••-+* = 0. (11) 

Il che pniova la proposizione (•). 


446. La relazione (9) dà 

X* — zJ 1 = 0. (12) 


Chiamando s. , z, , s, . . . z. le m radici della (S) , e mcsM succes- 
sivamente nella (6) in luogo di z , si avranno le equazioni del secondo 
grado 

a-* — z.ar-+-l=0, x'— z,x-j-l=0, *■ — z.a:-i- 1 =0, (IS) 

1 . * 

le quali daranno le coppie di radici 
Sia per es. l’ equazione 

6^6 — 35x5 -I- 56x4 — 56x* - 1 - 35x — 6 = 0. 

Soppresso il fattore x* — 1 , il quale si riconosce operando come nel 
II" prec., si riduce a 

6x4 — 35x* -1- 62x* — 85x 6 = 0 ; 


c dividendo per x*, si ha 

6(x* -t- — 35(xH--l)-+-62 = 0. 

Fatto X -h-^z=z, si ha x*-t-- 3 =a* — 2. Sostituendo si ha 

X X* 


6z* — 35z -h 50 = 0 , 

la quale dà z= — , 2 = x- Sostituendo questi valori nella (12), si 
hanno le due equazioni 

X* — -^x-+-l = 0, X* — -|^x-+-l = 0. 

La prima dà x = 3,x^ — ; la seconda, x = 2, x =-^- Dunque le 
sci radici della proposta sono: 3 , —, 2, — , 1, —1. 


447. Le equazioni binomie, essendo necessariamente reciproche, pos- 
sono esser trattate nello stesso modo. 


(■) Questa proprietà delle equazioni reciproche di abbassarsi ad un «rado sud- 
duplice dipende da un’altra proprietà più generale, che se esiste tra le radici di 
un’equazione una relazione qualunque, l’equazione si abbassa necessariamente di 
grado. Or nelle equazioni reciproche la relazione è , elio se n e una radice, un altra 

dev’ esser “ ; chiamando b quest’ altra radice, si ha ab — l. V. il Trattalo di Al- 
gebra n* 727 . . . 731 
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Si consideri 1’ equauone 

1 =0; 

dividendola per x — 1 , si ha 1’ equaiione del quarto grado 
ar* -t- ** -h X* -t- « -t- 1 =a 0 . 

Operando nel modo indicalo , si avrà 



- t - x - t -— -+-1 = 0 ; 

X ’ 


c fatto X = s , sarà x*-f-^=s* — 2, e quindi 
s* -H s — 1 = 0. 

Da questa si ricava s = — Per conseguenza 

x--HÌ^-+-l=0; 

A \ 2 


dalle quali risulta 

(»0-h21/5)V=^. 

■r=--- ~'^* ±j(10-2t/5)V~l. 

Per questa via potrebbero anche ottenersi le radici dell’ equazione 
x’ — I ; ma quelle delle equazioni > 1 =a0 , la quale dà luogo ad 
un'equazione del quinto grado, hanno bisogno di altre ricerche. 


448. Se si fa x=-^, la (1) diviene (n°S91) 

y •" H- Axcy"*- * -l- . .-+- yrf,c»"»- 'y ■+■ c*" = 0 . (14) 

Le equazioni reciproche di questa forma , perciò che può cambiarsi c 
in y e y in e , sono state dette eonvertMli. Esse , o si riportano alla 

(1) facendo y=cx; o pure si risolvono direttamente facendo y -i =:, 

c nella formola (16) scrivendo — in vece d'x e — in vece di s. 

' e e 
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CAPO Vili. 


SEPARAZIOIfC DELLE RADICI. 

— il 


4i9. Data un’equazione numerica da risolvere, converrà da pri> 
ma esaminare se ha fattori razionali del primo grado ( n° 4301. 
Liberata , quante volte ne abbia , da questi fattori , si passerà alla 
ricerca de’ fattori moltiplici ( n° 441). Ciò fatto, si avranno una o 
più equazioni , le cui radici reali , essendo irrazionali , non possono 
ottenersi che per approssimazione. 

Per approssimare il valore di una radice , è necessario conoscere 
un primo valore che non sia comune ad altre radici ; ossia è ne- 
cessario conoscere i limiti particolari fra i quali quella radice è com- 
presa. Nella determinazione di questi limiti consiste precisamente la 
separazione delle radici. 

Se in un’ equazione sostituendo in luogo d ’ x la serie de’ numeri 
interi compresi tra i limiti , si ottenessero tanti cambiamenti di segno 
quanto è il grado dell’equazione, le radici sarebbero tutte reali, 
c resterebbero separate , perchè ciascuna si troverebbe compresa fra 
due numeri interi consecutivi. Ma se i cambiamenti di segno dei 
risultamenti non sono tanti quanto è il grado dell’equazione, si 
resta in dubbio se le radici che non si manifestano sieno reali o 
immaginarie. 

È perciò della più grande importanza per la risoluzione delle 
equazioni numeriche il poter conoscere, quante un’ equazione ammet- 
ta radici reali ; o piò particolarmente , quanto radici reali sien com- 
prese fra due numeri dati. Imperocché sapendosi per es. che fra 2 
c 3 son comprese due radici reali , dividendo l’intervallo fra 2 c 3 
in parti sempre più piccole , e sostituendo per x i numeri com- 
presi fra 2 e 3 , si dovrà necessariamente giunger ad aver due cam- 
biamenti di segno , e la separazione con sicurezza avrà luogo. Le 
ricerche dirette a determinare il numero delle radici reali di un’ e- 
((uazione e i teoremi che ne sono risultati formano una parte im- 
jiortante della teorica delle equazioni. Ma il seguente teorema do- 
vuto a Sturm basta per la risoluzione delle equazioni numeriche, 
j)orciò che dà con precisione il numero delle radici reali che un’e- 
quazione ammette fra due numeri dati. 

4d0. Teorema 1. Sta f[i) — 0 uri equazione di qualunque gra- 
do , che però non contenga radici cattali, e sia f(x) la prima de- 
rivata di f(x). Si operi su i due polinomi H[i) e r(\) come se si 
dovesse trovare il massimo romun divisore , con la sola avver- 
tenza di campare il legno allorché questo passa a far da divi- 
sore. Sieno fjx), i resti eoi segni cambiati , l ultimo 

El. di Mg. 33 
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de qttali dee essere una quantità indipendente da i e diversa aa 
zero, perchè t equazione non ha radici eguali. Se nella serie dei 
polinomi 

W, r(x), f.(x), f.(x) r» ' (1) 

si sostituisce per x una quantità qualunque p , i risultamenti sa- 
ranno in generale positivi o negativi , e non lenendo conto che 
de’ soli segni , scritti in linea presenteranno un certo numero di 
variazioni e di permanenze , secondo che ad un segno succederà 
il segno contrario o lo stesso segno. Si sostituisca in seguito in 
luogo (f X un altra quantità q maggiore di p ; si avrà un altra 
serie di segni , che presenteranno pure variazioni e permanenze. 
La differenza fra le variazioni della prima serie e della secon- 
da rappresenterà esattamente il numero delle radici reali com- 
prese tra p e q- 

in effetti , chiamando Q, , Q,, Q, ,.... i quozienti , sì avrà fra 
i poiinomi (1) questa serie di relazioni ; 

f‘{x)=Q,f{x)—f{x), 
m=^Q.axt)-f{x) , (2) 


fr..{x)=Q,.,f..{x)-fXx). 

Se ne’ polinomi stessi si mette per x una quantità p, i risul- 
tamenti presenteranno una certa serie di segni. Facendo, dopo p, 
crescer x per gradi insensìbili , i segni si riprodurranno con lo 
stesso ordine finché si pervenga ad un valore che rende nullo qual- 
cheduno de' polinomi , c che perciò lo faccia cambiar di segno. 
Ora può avvenire che un valore d' x renda nullo o un polinomio 
intermedio fj^x) o il primo f{x). Vediamo che cosa avviene allor- 
ché X passi per questi valori. 

Si supponga che un valore x—l> annulli il polinomio /j(x). Que- 
sto valore non può ridurre a zero né il polinomio f(^,{x) che lo 
precede, né Faltro fi.^.,(x) che lo segue; perché se due polinomi 
contigui fi-,[x),f(x) potessero ridursi a zero pr un medesimo 
valore x = 6 , lutti gii altri , secondo mostrano le relazioni (2j , do- 
vrebbero ridursi a zero per lo stesso valore d’x; quindi^^a') ef'(x) 
avrebbero per divisore comune x — b , e l' equazione avrebbe radici 
eguali ( D* 441) ; il che é contro l’ipotesi. Dalla relazione 

fi- A^) = — /+. W 

si scopre , che quando un polinomio si annulla , quelli fra i quali 
è compreso son di segno contrario. Ciò posto , si considerino due 
valori x=b — M, x=b-\-u, uno che precede, l’altro che segue 
il valore x — b. Si può prendere u tanto piccolo, sicché nell' in- 
tervallo fra b — u e b-hu non cada alcuna radice delle equazioni 
/ì-,(ar)=aO, yì.>.,(a) = 0; pr conseguenza questi due polinomi nel- 
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r indicato intervallo non cambieranno di segno. E siccome debbono 
essere anche di segno contrario, fra i tre poHnomiy<_,(a;) , y|(x), 
si avrà questa serie di segni : 

yi-w /.(•>•) 

per x=b—‘U =p db 

X - — b I fi 

e ben si vede ohe o si prendano i segni superiori o gli inferiori si 
ha sempre una variazione ed una permanenza. Dunque quando un 
valore ax rende nullo uno de' polinomi intermedi, il numero delle 
variazioni non si altera. 

Alla stessa conchiiisione si perverrebbe , se un medesimo valore 
d'x annullasse piò polinomi non contigui. 

Se poi un valore x = a rende nullo il polinomio f{x) , sarà a 
una radice dell' equazione. Considerati i due valori x = a — u , 
x=za-hu , ne' quali per u si prende una quantità tale che nel- 
r intervallo da a — tt ad <z-hu non cada alcuna radice dell’ equa- 
zione f'(x)=sO, si esamini quale alterazione solTrono i segni nel 
passaggio da x=a — u ad x=a-j-i/. Ora, perciò che f{a)=0 
si ha (n" 332) 

=/'(«) • “ !■/'(")•«’ -+* 

f{a+u) ^f{a) +/"(«).« + ^ ee. 

e siccome si può prender per « un valore tanto piccolo da renderò 
in questi sviluppi il primo termine maggiore del valor numerico di 
tutti gli altri (n" 33o) , /(a-t-«) e y'(«-4-«) avranno lo stesso se- 
gno o contrario , secondo che u è positiva o negativa , cioè J{x) c 
J'[x) avranno segno contrario prima che .c giunga al valore x=a, 
c lo stesso segno dopo questo valore. Quindi la serie de' segni nel 
passaggio da x = a — u ad x=a-i-u olTrirà le combinazioni se- 
guenti : 

A^ì f{^) 

per x—a — m ± ± 

X =a-hu ^ ± 

cioè sempre una variazione si cambierà in permanenza. 

Da ciò si conchiude che nel passare che fa x dal valore p al 
valore ^ , il numero delle variazioui non si altera quando si annulla 
un polinomio intermedio , c si perde una variazione ogni volta che 
si ha J\x)=0. Dunque tante saranno le radici reali comprese fra 
c quante variazioni di meno si trovano nella seconda serie di se- 
gni , o sia quanta è la dill'erenza fra le variazioni della prima serie 
c quelle della seconda. 


fi-^,{x) 
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451. Per avore il numero lolalc delle radici reali di un’equa' 
afone , si prenderanno per /> e ^ i due limili L,L‘, uno delle radici 
positive , r altro delle negative. Si può però fare a meno di trovare 
i lìmiti , perchè tutte le radici essendo comprese fra + oo e — oo, 
sostituendo +co e co , i segni de' risultamenti sono quelli stessi 
de' primi termini ; e si avranno le due serie de' segni prendendo 
prima quelli de’ primi termini supponendo cambiato in — x , e 
poi quelli de’ primi ternm'ni nel modo che sono scritti. La differenza 
fra le variazioni che presentano queste due serie di segni esprimerà 
il numero totale delle radici reali. 

Ordinariamente , essendo n il grado dell' equazione , il numero 
de’ polinomi (1) è n + 1 , perciò che nel trovare i polinomi si può 
regolare la divisione in modo che il resto sia di grado inferiore al 
precedente di una sola unità. Allorché ciò succede effettivamente , 
si conoscerà il numero totale delle radici reali guardando solamente 
i segni de’ primi termini. Infatti due polinomi consecutivi y,-_ 
fj^x) sono imo di grado pari, e l'altro di grado impari; quando 
dunque si cambia x in — x , il primo termine in uno solo cam- 
bia di segno; perciò ne' segni dei primi termini una permanenza si 
cambia in variazione , e viceversa. Sottraendo dal numero delle per- 
manenze il numero delle variazioni si avrà il numero totale (ielle 
radici reali dell’ equazione. 

Prima di procedere all’ applicazione deli’ esposta teorica , bisogna 
ricordarsi , che siccome l' esattezza del risultamento dipende dal se- 
gno , nella ricerca de' polinomi si possono, come quando si cerca il 
massimo comun divisore, introdurre i fattori numerici che rendono 
la divisione possibile , e sopprimere i fattori comuni ; ma conviene 
badar bene di non introdurre fattori negativi , dovendosi cambiare 
il segno solo (piando il resto passa a far da divisore. 

452. Ecco alcuni esempi. 

1. Sia l'equazione x’ — 7x-l-7=i0. Si arra 

/(x) = x’ — 7x-h7 , 

/'(x) = 3x* — 7. 

/.(x) = 2x — 3 , 

La serie de’ segni de' primi termini offrendo tre permanenze e nes- 
suna variazione , r(«quazìone proposta avrà tutte c tre le radici reali. 
Per trovare tra quali numeri sono comprese , si faccia x e= 0 , I , 
2 , ec. ; e si avrà 

per X = 0 H H 

X=1 H 1- 

x^2 
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da cui ricavasi che l’equazione proposta ha due radici fra 1 e 2. 
Per la radice negativa che è unica basta la sola f[x) a dare i limili. 

II. Sia l’cqiiazione x* — ix' — 3xs-23=0. Sarà 

f{x) = x* — 4x’— 3x-i-23 , 

/(x)=»4x’— 12x* — 3 , 

J^x) — 12x* +9x — 89 , 

/.(x) = — 491X-+-1371, 

/,(.r) = — 71S7932. 

Nella serie de' segni de' primi termini essendovi tre permanenze e 
una variazione, T equazione avrà due sole radici reali; e si trova 
facilmente, con la sola sostituzione de’ numeri naturali nell* equa- 
zione, che una c compresa fra 2 e 3, e l'altra fra 3 c 4. 

III. Sia data ancora l’equazione 

X* — 3x’— Ax'-i-lox — S = 0. 

Si avrà 

f[x) = x * — 3x* — 4x* -H 1 ox — 5 , 
f'(x)=4x’ — 9x‘ — 8x-i- 13 , 

/.(x) = 39x* — 1 36x -t- 33 , 
y,(x)=15x— 34, 

/,(x)=+3481. 

La serie de' segni de' primi termini contenendo quattro permanenze e 
nessuna variazione, l’equazione avrà tutte le sue radici reali. Si ha 


per xs=0 
x=» 1 
x = 2 
x = 3 


h H h 


i)a questi risultamenti si conosce che una radice c compresa Ira O 
e 1 , e due radici fra 2 e 3. L’altra radice, che dev’ esser nega- 
tiva ( n* 361 ) , si trova senza far uso del teorema. 


433. Conosciutosi per mezzo del teorema precedente che fra due 
numeri consecutivi r ed r-+-l son comprese più radici, per sepa- 
rarle si possono secondo le occasioni tener diverse vie. Si tratta 
j)erò sempre di dividere l’ intervallo Ira r ed r-f - 1 in un cerio nu- 
mero A di parti cos'i piccole che , sostituiti nell' equazione per x 
1 2 

i numeri r, r^ — r i »*+ r » si abbiano tanti cambiamenti 
A A 

di segni quante sono le radici comprese tra r e r-h-1. Ma per evi- 
tare le sostituzioni inutili alle quali si andrebbe incontro se la fra- 
zione-^ non fosse piccola quanto basta , si potrà continuare a far 
uso del teorema e delle funzioni già calcolale; c ]>er evitare la 
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sosliluziono delle frazioni si farà x = r-\-y, e y=— ; c allora 

alle funzioni in z basterà sostituire per z la serie 0, 1, 2, 3. . . . 

Per farne un’applicazione si ricorra all' ultimo esempio. L’equa- 
zione ha una radice compresa fra 2 e 3. Fatto perciò x= 2-4- y, 

c y = , e rappresentando per F la caratteristica delle funzioni 

in z , si avrà ; 

F (s) = s‘ 30;’ -f- 200;’ — 3000s -f- tOOOO , 

F'{z) = 4;’ -+- loOjr* -t- 400; — 3000 , 

/’.(;) = 39;’ -t- 800; — 4100 , 

/’.(;}= 13; -40. 

F,(z)= + 3481. 


Le sostituzioni de’ numeri naturali danno questi risiiltamenli ; 




Perciò delle due radici comprese fra 2 e 3 una cade fra 2,2 e 2,3 
c l’altra fra 2,5 e 2,6. 

Se il teorema indica che le due radici cadono fra due valori con- 
secutivi di z , per es. fra 3 e 6 , si ripeterà la stessa operazione 

facendo ;=sS-+-a e «=-^. Ma è assai raro che questa operazio- 
ne si debba ripetere; anzi il più delie volle s’ incontra che per se - 

I iarar le radici basta la sola trasformala dcH’equazione data. E di 
alti nell’esempio proposto per separare le radici bastava la sola 
trasformala 

F(z) = -h SO;* -+- 200;* — 5000; lOOOO. 


434. Questo teorema somministra anebe il modo di stabilire le 
condizioni alTincbè un’ equazione abbia tutte le radici reali. Si pren- 
da per es. l’equazione generale del terzo grado a;’ - 1 - 7 = 0 . 
Si avrà 

/(x) = x‘-+-px-i-^, 
f'(x)=3x'+p, 

/.(•r) = — 2px—3f , 

/{ar) = -4;>’-27y*. 
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AiEochè l'c(|uaiione abbia le tre radici reali , è neemario che i 
segni de' primi termini de’ polinomi offrano tre permanenze e nessuna 
variazione. Ciò non può verificarsi se p non c negativo, e se non 

è 27^*<ip', ovvero <(f) 

In generale , trattandosi di un equazione di grado n , quando 
nella ricerca de’ polinomi I’ operazione ò regolata in modo che ogni 
polinomio sia di grado inferiore al precedente di una sola unità , 
l’equazione avrà tutte le sue radici reali, se i primi termini ctc’ po- 
linomi son tutti positivi. Ora i polinomi sono n + 1 , e i primi due, 
cioè J{x) ef'{x) , hanno i primi termini positivi ; dunque la realità 
di tutte le radici dipende da tante condizioni quante sono necessa- 
rie per render positivi i primi termini di tutti gli altri polinomi. 
Si vede da ciò, che il numero di queste condizioni è n — 1 . 

4oo La ricerca de’ pob'nomi ft{x),f,{x), cc., quando l’equa- 
zione è di grado elevato, riuscendo alquanto penosa per la valuta- 
zione de' coclEcienti numerici , fia utile tener presenti le seguenti 
osservazioni. 

1." Nel far le divisioni bisogna badare a introdurre il fattore nu- 
merico piò piccolo che renda la divisione possibile , e sopprimere 
qualche divisore comune a tutti i termini di un polinomio. Con 
questa veduta nel terzo esempio il polinomio (or) è stato diviso 
per 1440. 

2* Si può facilmente conoscere il segno dell’ultima funzioney^(x) 
senza calcolarne il valore. In effetti i due polinomi _/^_,(x) e J'r~,{x) 
sono uno di secondo grado , l’altro di primo. Ora J'J[x) , essendo 
il resto che si ottiene dividendo f,-,{x) per f,-,{x ) , sarà eguale a 
ciò che risulta sostituendo in f,-,{x) in luogo d’x il valore ricavalo 
da y^_,(x)=tO. Essendo di secondo grado , non è dilficilc 

conoscere a colpo d’occhio o con piccoli tentativi il segno del ri- 
sultamento di questa sostituzione. Cosi nel secondo esempio si ha 
fj^x) = — 491x4-1371 ; e mettendo questo binomio eguale a zero, 
1371 

si ricava x= Si vede facilmente che questo valore è compreso 

fra 2,3 e 3 , e che tutti i numeri compresi fra 2,3 c 3 messi nel 
polinomio yj(x) = 12X* -t- — 89 darebbero risultamenli positivi. 
Dunque il segno del resto è ; e siccome nei resti si deve cam- 
biare il segno, si scopre che il segno di y^(x) è — , come si è trovato. 

3* Allorché si conosce che un polinomio, per es. y|(x) , non cam- 
bia di segno per qualunque valore reale d’x, è inutile calcolare 
i polinomi seguenti , perciò che le loro variazioni non polendo in- 
fluire sul numero delle radici , si possono ai polinomi f[x ) , f'{x) , 

yi(x), fj{x) applicare gli stessi ragionamenti fatti pe polinomi (1). 

Or alEnchè un polinomio conservi sempre lo stesso segno per qual- 
sivoglia valore d’x, è necessario che eguagliato a zero dia un’equa- 
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ztone che ha tutte le radici immaginarie (n* 363). E facile in taluni 
cosi scoprire se un' equazione ha tutte le radici immaginarie ; e se 
non si potrà conoscere pe’ polinomi di grado più elevato del secondo, 
il polinomio del secondo grado presenta caratteri certi della realità 
delle radici (n* 182). Quindi se il polinomio di secondo grado ha 
le radici immaginarie , si rende inutile calcolare i polinomi seguenti. 

Per questa ragione , allorché sostituendo i numeri naturali ne’ po- 
linomi , si giunge a un numero, dopo del quale uno de' polinomi 
conserva costantemente il segno del primo termine , i polinomi se- 
guenti si rendono inutili. 

4° Quindi se si trattasse di vedere quante radici cadono tra p e o, 
ed arrivati al polinomio yj(.r) si scoprisse che per tutti i valori dx 
da p in poi questo polinomio dà sempre risultamenti dello stesso 
seguo , ò superfluo calcolare gli altri polinomi che seguircbberoy|{x). 

5° Se si conoscesse che un polinomio non cambia di segno 
per tutti i valori d ' x compresi tra « e jS , si potranno , seuza far 
liso de’ polinomi che seguono , trovare tutte le radici comprese fra 
« e Se dunque si conoscono le radici di =0 , è inutile cal- 
colare i polinomi seguenti. In effetti sieno a , ^ , 7 , d , ec. le radici 
di /)(x)=sO disposte per ordine di grandezza, in modo che « sia 
In più piccola radice positiva ; siccome il polinomioy^(x) non cambia 
di segno per tutti i valori d'x compresi tra o e a « per quelli com- 
presi tra a e per quelli compresi tra |S e 7, eo. , si potranno cono- 
scere quante radici sono comprese tra 0 e a, quante tra « e quante 
tra e 7 , ec., ossia si potranno ottenere i limiti di tutte le radici. 

456. Quantunque 1’ esposto teorema non lasci alcun dubbio sul nu- 
mero delle radici reali che ammetto un’equazione algebrica c basti a 
separarle , vi sono altri teoremi tendenti allo stesso line ; i quali , seb- 
bene meno generali , meritano di esser conosciuti non solo pur la loro 
importanza teorica , ma anche perchè essendo di un’ applicazione più 
facile , in molti casi offrono criteri sufficienti a determinare il numero 
delle radici reali, e fanno risparmiare if calcolo delle funzioni che esige 
il teorema precedente. 

Sia rappresentata secondo il solito per 

/(x)=0 (1) 

r equazione x" e per 

f\x ) , f"(x) le derivate di J[x). Si dirà che due termini contigui pre- 
•entano una variazione o una permanenza secondo che hanno segno 

contrario o lo stesso segno. Ciò posto, sieno a, b, e, d, /le 

radici reali dell'equazione (1) disposte per ordine di grandezza , in modo 

che a sia la massima radice positiva; a,, bt, c,, di, le radici reali 

dell' equazione 

/'(•r) = 0; (2) 

<'•] quelle deir equazione 

/"(x)=0; (3) 
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c cosi di seguito : tutte disposte per ordine di grandezza. Chiamando 
F il fattore che contiene lo radici immaginarie della (1), sarà 

f(x) = (a: — a)(ic — d)(x — c)(x — rf) F; 

d’ onde 

- c)(x - <0 F. (S) 

Se nella (5) si fa x ss a , si ha per valore /'(o) (n® 37S) ; perciò 
rappresentando per Gì , (?■ , G, , cc. ciò che diviene /^quando per x 
si mettono successivamente i valori a , ò , c , ec.> si avrà 

f(a) = (a — d)(a — c)(a — </) G, , 

f(b)i={b^a){b-c){b-d) G,, 

f[e) ss (c _ o) (c — ^)(c — ef) C, , 

ec. 


Essendo Gj , G^j G,,ec. quantità positive (n®366), e dippiù es- 
sendo a'^b I b^e , c'>di ec., sarà /'(a) positiva , /"(à) negativa ,/'(c) 
positiva, ec.; cioè/'(x), darà risullamcnti alternatamente positivi e nega- 
tivi allorché per x si sostituiscono le radici reali della (1) secondo l’or- 
dine della loro grandezza. Quindi tra due radici contigue della (1) , di- 
sposte come sono per ordine di grandezza , si comprende una o un nu- 
mero impari di radici della (2). Se le equazioni (1) e (2) hanno lo 
stesso numero di radici immaginarie , sarà a, compresa tra a e b, bg 
tra d e e, ec. ; d’ onde segue che l’equazione (1) non può avere più 
di una radice maggiore di a, , più di una compresa tra a, e d, , ec. 
Similmente si dimostra che fiat ) , /'\b,) , ec. danno risultamenti al- 
ternativamente positivi e negativi , e che fra due radici contigue della 
(2), allorché sono disposte secondo l’ordine a, , d, , c, , ec., si com- 
prende o una radice o un numero impari di radici della (3) ; e cosi 
per le derivate seguenti. 

Questa proprietà , che alcune o tutte le radici reali della (2) servono 
di limiti alle radici della (1), è feconda di conseguenze. 

437. Se la (1) ha due radici eguali , cioè se è d = a , sarà anche 
Oi=a; e perciò mentre la (1) contiene il fattore (x — a )’. I« (2) 
conterrà il fattore semplice a; — > a. Quindi la cocsìstenxa delle due eqtia- 
eìodì 

J{x) = 0 , /'(x) = 0 

comprende la condizione afOnchò la proposta abbia due radici uguali ; 
siccome già si sapeva ( n° 436). 

Lo stesso discorso si estende al caso di Ire o più radici eguali. 

438. Se si scrivono le funzioni 

/.)(X) , /(— )(x) , />— )(X),..../»(X) , /'(X) , /(X) , (6) 

e in esse si fa x = — , la prima ha il segno -f- , e le altre ridu- 
00 

cendosi al solo ultimo termine presentano gli stessi segni de’ coefficienti 
dell’ equazione ; cioè la serie de’ segni conterrà tante variazioni quante 

El. di Alg. 36 
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ne prcsenlnno i termini dell’equazione. Se in seguilo si fa crescere x 
£no all’infinito, ■ polinomi (6) riducendosi al solo primo termine da- 
ranno risultamenti tutti col segno -4-; c la serie de’ segni presenterà 
solo permanenze. Quindi facendo crescere x da 0 all' inCnito , si di- 
struggeranno tutte le variazioni. Inoltre essendo un polinomio 

del primo grado , appena si giungerà ad un valore x = k che lo renda 
positivo, esso non può più divenir negativo per valori d'x maggiori di k\ e 
siccome è positiva , ne risulta che quando tra \x) e/«-'ì(x) 

si è stabilita una permanenza , questa non può più cambiarsi in varia- 
zione. Se /|‘"“’’(x) che è di secondo grado ha due radici reali rappre- 
sentate da a,-,, à,-„ k sarà necessariamente maggiore di ; e per- 
ciò facendo crescere x finché acquisti un valore k' maggiore di o,_, , 
il polinomio J^~'\x) darà costantemente risultamenti positivi ; e quindi 
stabilitasi una permanenza tra (x) e essa non può più 

distruggersi per valori più grandi d'x. E così continuando , il numero 
dei termini capaci di presentar variazioni andrà successivamente sce- 
mando, finché si distruggeranno tutte le variazioni. 

Queste considerazioni rendono ragione esatta del modo praticalo 
(n° 42S) per trovar facilmente il più piccolo numero che messo per x 
renda positivi i polinomi (6). 

459. Supposto che l’equazione (1) abbia tutte le radici reali , si avrà 
/(x) = (x— o)(x— ^)(x— c)(x— <f).,..(.r— /) ; 

e quindi 

/(a.) = («.— a)(ai— à)(a,— e)(a.— tf) 

/(d.) = (d._fl;(d._d)(d._c)(d._rf) 

ec. 

e siccome a, è compresa Ira a e d, d. Ira d e c , ec. , sarà /(a,) 
negativa, /(d,) positiva , ec. ; ciocie radici della (2) sostituite per ordine 
di grandezza in J{x) daranno risultamenti alternativamente negativi e po- 
sitivi. Ma queste stesse radici sostituite in f‘\x) debbono dare risulta- 
menti alternativamente positivi e negativi ; perciò sostituite nel prodot- 
to f{x).J"(x) debbono dare risultamenti costantemente negativi. Pari- 
mente le radici di y"(x) = 0 sostituite nel prodotto /"(.r) ./'"(x) deb- 
bono dare risultamenti negativi , e così di seguilo. Quando queste con- 
dizioni non si avverano, l’ equazione proposta deve avere radici imma- 
ginarie. 

Si può conoscere se le radici dell’ equazione /'(.r) =:: 0 sostituite nel 
prodotto y(x)/"(x) darebbero risultamenti negativi, senza risolver l’equa- 
zione /'(x) = 0. Imperocché fallo /(x)./’'(x) =y, basta eliminar x tra 
le due equazioni f(x).f'(x) , f'{x) = 0 ; l’equazione in y che ne 

risulta dovrà avere tulli i termini positivi ( n" 393). 

Dunque per conoscere se la proposta ha tulle le radici reali , baste- 
rebbe eliminare x tra i sistemi di equazioni 

/(x) . f '(x) = y , f(x) = 0 ; 

f(x) ./"(x) = y , f '(x) = 0 ; 

/"W/"(.r)=y, /"'(x) = 0; 

ec. 
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le II-— 1 Reazioni ia y che ne risultano dovranno aver tutti i termini 
positivi , affinchù l’equazione abbia tutte le sue radici reali. 

460. Se nell’equazione (1) si fa x = h->ry si avrà ( n° 334) 

/(^) +/W • y ^ -H ...; +y’ = O- 

Ora è chiaro che, qualunque valore reale si dia ad h , questa equazione 
avrà sempre lo stesso numero di radici immaginarie della (1). 

Disponendo della qiiautità h in modo che un termine svanisca , e 
rappresentando per i l’ esponente d’^ in questo termine, 4 sarà una 
radice dell’ equazione y<')(x) = 0. Or (|uesta radice sostituita in 
c deve dare risultamcnti di segno contrario ( n® prcc. ); per- 

ciò se l'equazione ha tutto le radici reali , i termini contigui a quello 
che manca debbono aver segno contrario. E siccome ogni «{uazione si 
può riguardare come la trasfurniata di un’altra equazione di cui le ra- 
dici differiscono da quelle della prima per una quantità costante , ne se- 
gue che un’ equazione maucante di qualche termine ha necessariamente 
radici iuimagiunrie, se i termini vicini a quello che manca hanno lo 
stesso segno. 

Dunque un’ equazione mancante del secondo termine o col terzo po- 
sitivo avrà di certo radici immaginarie. 

Dopo ciò è facile stabilire il seguente teorema dovuto a Cartesio. 

461. Teorema II. In una qualunque equazione il numero delle 
radici positive non può superare il numero delle variazioni ne' segni 
de' termini che si succedono ; e il numero delle radici negative , 
quando F equazione è completa , non può esser maggiore del numero 
delle permanenze. 

In effetti se delle radici reali dell’ equazione (I), le positive sicno 
X di numero e (i le negative, I' equazione J’(j) = 0 avrà (>er lo meno 
X — 1 radici positive e — 1 radici negative , e di piò un’altra radice, 
la quale , perciò che cade fra I’ ultima delle (Kisitive c la prima delle ne- 
gative della (I), potrà esser positiva o negativa. Dunque l’ equazione (1) 
non potrà avere che una radice positiva o negativa di più dell’equazione 
y (.r)=0. Or r ultimo termine , risultando dal prodotto di tutte le radici , e 
le immaginarie d.uidu necessariamente un fattore positivo, sarò positivo o 
negativo secondo cho il numero tifile radici positive è pari o impari. 
Quindi r equazione (I) non potrà avere una radice positiva di più 
della (2), se gli ultimi termini di queste due equazioni, ovvero y/. e 
non soli di seguo contrario ; c una radice negativa di piu , se A, cAm—i 
non soli dello stesso segno. 

1.0 stesso discorso putendosi applicare alle due equazioni = 0 , 
y"(x) = 0, e poi alle altre y"(x) = 0 , _y''"(x) = 0 , oc., si vede ebe 
l’equazione y(x) =0 non può aver due radici positive di più dell’equa- 
zioncy”(x) se i segni de’ coefficienti A,-t , À„-ì non sono al- 
ternati , e due radici negative di più se questi stessi segni non sono gli 
stessi. 

Cosi continuando a ragionare, c osservando che = 0 essendo 
del primo grado ha una radico positiva o negativa secondo che A, è 
negativa o positiva , cioè secondo che ha segno contrario o identico con 
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quello di , il numero totale delle radici positjTe delF equazione 

non può esser maggiore dei numero delle variazioni ne’ segni de’ suoi 
termini ; e il numero delle radici negative, purché l’ equazione sia com- 
pleta , non può esser maggiore del numero delle permanenze di segno 
ne’ termini che si succedono. Il che dimostra il teorema. 

462. Si noti che quando nell’equazione mancano de’ termini, molte 

delle funzioni (6) hanno gli ultimi termini con lo stesso segno. Quindi 
il numero delle permanenze che presentano i detti ultimi termini può 
esser maggiore del numero delle permanenze che presentano i termini 
dell’equazione. Per es. l’equazione -i- 2 = 0 ha una radice 

negativa ( n° 360), mentre ì segni non presentano alcuna permanenza. 
Per tale ragione il teorema rispetto alle radici negative deve essere ri- 
stretto allo sole equazioni complete. 

463. Dal precedente teorema si deduce ciò che segue. 

1° Un’ equazione completa la quale non presenta che variazioni non 
può avere radici negative , e una che non presenta che permanenze non 
può avere radici positive , come già si sapeva ( n° 393 ). 

2° Se un’ equazione completa ha tutte le radici reali, siccome il numero 
delle variazioni e delle permanenze ò uguale al grado dell’equazione, il 
numero delle radici positive eguaglierà il numero delle variazioni e il 
numero delle negative sarà uguale a quello delle permanenze. 

3° In un’ equazione che manca di qualche termine , si può supplire 
il termine mancante dandogli per coclhcientc zero. AIBnchè l’ equazione 
potesse aver tutte le radici reali, bisognerebbe che dando a questo ter- 
mine il segno -t- o — si avesse sempre lo stesso numero di variazioni. 
Ciò in effetti avviene quando manca un termino compreso fra due ter- 
mini di segno conliario ; perciò in questo caso 1’ equazione potrebbe 
aver tutte le radici reali, siccome già si è detto ( n° 460). Ma se i 
termini suddetti hanno lo stesso segno , 1’ equazione presenterà in un 
caso due variazioni di più che nell’ altro , e l’ equazione avrà almeno 
due radici immaginarie. 

4° Se mancano più tei mini consecutivi, l’ equazione ha sempre radici 
immaginarie ; perchè ristabilendo i termini affetti dal segno -f- o — , 
non si può avere lo stesso numero di variazioni nell’ un caso e nel- 
r altro. 

464. Teorema III. Se nella serie de' polinomi 

m , /'W , f"(x) , /'-‘(.r) (6) 

ti sostiluisca in fece d’x un numero i/ualunque p e si notino i segni de' ri- 
sultamenti, e poi si sostituisca un altro numero q maggiore di p e si no- 
tino anche i segni de' risultamenti , il minerò delle radici reali com- 
prese tra p e q non può esser maggiore della differenza fra le varia- 
zioni di segni della prima serie e t/uelle della seconda. 

In effetti facendo or = y -f-/> e s=g-i-g si hanno lo due equazioni 

f(p) -i-fW!/ + = (7) 

f('i)-hf(9).g-i-^f"(g)g^4- +y' = o. (8) 


Digitized by Google 


( 28$ ) 


Secondo il teorema di Cartesio (n* 461) il numero delle radici positive 
delle (7) e (8) non può esser maggiore del numero delle Tariazioni di 
segni de’ coefficienti. Dunque la differenza fra il numero delle radici 
positive delle equazioni (7) e (8) non può esser maggiore della differenza 
fra il numero delle variazioni che presentano i coefficienti , ossia fra le 
serie di segni che danno i polinomi (6) allorché per x si mettono i 
numeri e Ma essendo nella (7) y = x — p , son positive tutte le 
radici corrispondenti ad x maggiore di /> , e nella (8) sono negative 
tutte le radici corrispondenti a quelle minori di q. Dùnque nel passag- 

f io da y e=3 a;— jD ad ^ = X— i valori d’y che da positivi possono 
ivenir negativi sono quelli che corrispondono ai valori d ' x compresi 
tra e y. Perciò il numero delle radici reali comprese tra /> e y non 
può esser maggiore della differenza delle variazioni che presentano le 
due suddette serie di segni. 


46$. L'esposto teorema dovuto a Fourier di per determinare il nu- 
mero delle radici reali comprese tra due numeri dati un limite che non 
può essere oltrepassato , e quindi restringe il numero de’ tentativi da 
farsi per separar le radici , perchè indica tra quali numeri dchhonsi 
andar cercando. 

Questo teorema, da cui discende quello del n”4$0(*), si potrebbe di- 
mostrare in un modo analogo , col ricercare ciò che avviene quando x 
passa per un valore che annulla qualcheduno de’ polinomi. Se 1’ equa- 
zione avesse tutte le radici reali , allora non potendo annullarsi che un 
solo polinomio per volta , e dippiù i polinomi contigui a quello ebe si 
annulla dovendo esser di segno contrario , i polinomi (6) di cui i due 
primi coincidono con quelli del teorema del u° 450 si troverebbero 
nella stessa condizione de’ polinomi del detto teorema. Ma quando l’ e- 
quazione data non ha tutte le radici reali , scomparirà una variazione 
ogni volta che J{x) passa per zero ; ma potendosi annullare un polino- 
mio intermedio senza che quelli contigui acquistino segno contrario , e 
di piu potendosi annullare molti polinomi consecutivi, la serie de’ segni 
potrà perdere duo o un numero pari di variazioni , senza che queste 
corrispondano a radici reali. 


466. Ritenendo che a, 4, c, 4, / sieno le radici tutte del- 

l’ equazione (1) , 1’ espressione 

4)*(a— c)*....(o— (9) 

che contiene il prodotto de’ quadrati delle differenze delle radici prese 
in tutte le maniere possibili , sarà necessariamente una quantità reale. 
Chiamando il suo valor numerico , sarà 

R=x{a — 6) (a — c) (a — — c) (4 — /) .... {i — /) (10) 

essendo S una quantità positiva. E poiché il modulo del prodotto è 
uguale al prodotto de’ moduli de’ fattori ( n° 207 ) , sarà R eguale al 
prodotto de’ moduli di tutte le dilTercnze fra le radici a, 6 , e , cc. 


(•) Vedi il Trat. di Àlgebra n* 7»». 
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RappresenUodo per H il massimo coefficiente dell’ equazione , e fa* 
cendo II -\-\=iL , earà L maggiore non solo di ciascuna radice reale, 
ma anche de' moduli delle radici immaginarie ( n° 421 ) ; e quindi sarà 

mod.(a — d) < 2Jy. 

E poiché il numero de’ fattori simili a mod.(a — b) che entrano in R 
è quante le combinazioni di n lettere a due a due , cioè — , sarà 


- 1 1 

R<(2L) * ; 

e quindi , supposto che a — 6 sia la differenza fra due radici reali , 
sarà 


- lì 


7f 

a-—& 


<(2L) 


da cui si ricava 


Dunque se si fa 


a — d > 


i 


( 21 ) 


1 


H 

»(» — 1 ) _ , ’ 
(21) ‘ 


CO 


( 12 ) 


sarà A minore della minima differenza fra le radici reali dell’equazione. 

L’ espressione (10) che rappresenta l'ultimo termine dell’ equazione ai 
quadrali delle differenze potrebbe trovarsi col metodo esposto al n" 401; 
ma r equazione alle differenze essendo di grado n(n— 1), il calcolo 
riesco quasi impraticabile per le equazioni di grado superiore al quarto. 
Si potrebbe anche trovare la U eliminando x tra le due equazioni 

J(x)=:0, y -/'(*) = 0. 

In effetti l’equazione in y che ne risulta ha per radici f'(a) , f'(b), 
f'(c) , ec. , perciò sarà di grado n , e l’ ultimo termine sarà 
Ma essendo (n‘’37S) 


f(a) = (a—b)(a—c)(a—d).... 
f(b) = (d—a)(d—c)(d— </).... 


mmm =± 


Comunque si calcoli questa funzione , è evidente ohe se I coefficienti 
dell’equazione sono numeri interi, A sarà necessariamente un numero 
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intero, ed uguale o maggiore di 1. Quindi te ba luogo l’ ineguaglian- 
xa (11), a più forte ragione tarà 


a—b > 


fi(n— 1) 


(2Z) 

e perciò potrà prendersi ancora 
A = 


( 21 ) 


t) 

2 


(13) 


467. Il teorema di Fourìer con l’ajnto dell’ espressione precedente 
che non esige alcun calcolo , è sulHciente per separar le radici reali. 
In eifetti supposto che i due numeri r ed r-|- 1 abbiano fatto scompa- 
rire due variazioni nella serie de* segni dati da’ polinomi (6) , per assi- 
curarsi se fra questi due numeri cadono due radici reali e per separar- 
le , basterebbe sostituire nell’ equazione proposta la serie 

r, r-t-4, r-+-2A, r-t-3A, r-4-1. 

Ma siccome il A dato da questa formala è quasi sempre assai piccolo, 
per evitare il grandissimo numero di sostituzioni , si potrebbe cominciare 
dal dividere l’intervallo tra r ed r-f-1 in parli arbitrarie, come per 
es. in decimi , e poi applicando nuovamente il teorema alla serie r , 

re* si troverebbero due altri numeri più prossimi fra i 

quali si debbono cercar le radici ; e cosi con 1’ andar suddividendo l’in- 
tervallo de’ due limiti fra i quali il teorema indica potersi trovar le ra- 
dici , si giungerà necessariamente a due limiti la cui differenza è uguale 
o minore di A ; e se arrivati a questo punto la separazione non ha 
avuto luogo , si avrà la certezza che le due variazioni scomparse cor- 
rispondono a una coppia di radici immaginarie. 

Bisogna ricordarsi ( n" 453 ) che si può evitar la sostituzione de’ nu- 
1 2 

meri frazionari r -jg , »• "+* Jq , ec- facendo prima x=r+y , e poi 

Ordinariamente quando le radici sono reali la separazione ha luogo 
mollo prima di arrivare a sostituzioni che differiscono quanto A. D’al- 
tronde , essendovi in moltissimi casi criteri sicuri per decìdere dell’ esi- 
stenza di radici immaginarie, si possono sovente ai polinomi del teorema 
I. il cui calcolo è alquanto lungo , preferir le funzioni derivate il cui 
uso , sebbene meno sicuro , è più spedito. 

468. Sia per es. l’ equazione — 7ar -f- 7=0 già trattala al n” 452. 
Si ha 

y(x)=x5_7x-|.7 , /'(x)«Sx«-7 , -i /"(X) = Sx. 
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Fra 1 e 2 essendo scomparse due variasioni , si cade in dubbio M Ira 
questi due numeri sicno comprese due radici reali , o no. 

Ma fatto a;=s l+y> e poi y=-^, si ba la trasformata 
s* 4- 30s* — 400* -4- 1000 = 0 -, 

dove sostituendo i numeri naturali 1 , 2 , 3 , ce. si trova un cambia* 
mento di segno tra 3 e 4 e un altro tra 6 e 7 ; perciò una radice 
cade tra 1,3 e 1,4 e l'altra tra 1,6 1,7. In altri casi la separaxione è 
più lenta , ma non può inaucare. 



"Digitized by Google 


( 289 ) 


C4P0 IX. 


CALCOLO DELLE AADia lAHAZlOIfAU. 


469. Prima di esporre i melodi che servono a trovar le radici 
per approssimazione , è necessario osservare che dati due limiti a 
e 4 fra i quali è compresa una sola radice, si possono facilmente 
trovar due limiti a' e b' più vicini , cioè tali che la differenza 
a' — b' sia minore di a — b. Imperocché a e ^ , comprendendo una 
sola radice , sostituiti nell’ equazione daranno risultamenti di segno 
contrario. Or sostituendo nell' equazione un numero e compreso tra 
a e b , si conoscerà dal segno del risultamenlo se la radice è com- 
presa tra a e c 0 tra c e b. Si avranno così due altri limiti più 
prossimi. Operando allo stesso modo su di questi , c poi proseguen- 
do con operazioni uniformi , si perverrà necessariamente a due li- 
miti che differiscono fra loro per una quantità data. 

Sia per es. l'equazione 

x' -i- 3x — 7 = 0, 

che ha una sola radice reale compresa fra 1 e 2., Fatto a;=: 1,1S, 
si ha un risultamenlo + , e siccome x=l dà — , la radice sarà 
compresa tra 1 e l,o. Fatto nuovamente a;=l,3, si ha un risul- 
tamenlo — ; perciò la radice sarà compresa Ira 1,3 e 1,5. Fatto 
a; =1,4 si ha lui risuitainento — , perciò il valore d'x cadrà 
tra 1,4 e 1,3 ; ed o;=3 1,4 sarà un valore approssimato fino ai de- 
cimi. Così continuando, col divider l’intervallo fra 1,4 e 1,3, si 
potrebbe approssimar la radice lino ai centesimi. Ma questo anda- 
mento di calcolo riuscendo estremamente lungo darebbe uu'approg- 
simazione lenta; o perciò dev’ esser riserbato solamente per avvici- 
nare i limiti. 

470. Il calcolo numerico della radice riesce più semplice , allor- 
chò i metodi di approssimazione che saranno esposti si applicano 
alle radici positive. Per conseguenza quando si tratterà di determi- 
nare il valore di una radice negativa converrà prima cambiare x 
in — X, perciò che allora ne risulterà una nuova equazione, la 
cui radice da determinarsi si è cambiala in positiva. 

El. di Jlg. n 
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ART. I. 
Metodo di Newton. 


471. Sia l'equazione 

+ ( 1 ) 

il coi primo membro vien per brevità rappresentato da f{x). Supposto 
che a sia un valore approssimato di una radice , il quale può senza 
diflicoltà essere spinto uno ai decimi (n° 4G9), per ottenere una mag- 
giore approssimazione si farà xs=a-i-y , e si avrà la trasformata 
(n“ 334 J 


f{a) + r{a).y -f- -f-y-=0. 


( 2 ) 


Siccome y è una quantità assai piccola , si potranno per una prima 
approssimazione trascurare i termini che contengono v* , y' , ec. a 
fronte de’ primi due. Quindi l' equazione (2) potrà ri^si a 

f(a)-tf'{a).y=0 , da cui y = — (3) 

Chiamando p il valore approssimato della frazione (3) , sarà x=a+p. 
Per continuare l'approssimazione si farà in (2) y=.p-\-y' , o pure 
x—a-^p->ry' in (I), il che torna allo s'esso. Trascurando le po- 


tenze superiori di y' , si avrà y' 




Chiamato ^ il va- 


lore approssimato di questa frazione, si farà y'=p' -^y" , il che 
riviene a fare x=a-*-p+p‘ -^y" \ e con lo stesso metodo si tro- 


vera y =- 


Così proseguendo si otterranno per x 


valori sempre più convergenti verso la radice. 

Ben riflettendo all’ esposto metodo , si conoscerà che la pratica 
n' è facilissima , perciò che basta fare 

cioè comporre una frazione che ha per numeratore il primo mem- 
bro deir equazione e per denominatore la prima derivata col segno 
cambiato ; in questa frazione sostituendo per x il valore che già si 
conosce , si otterrà la parte da aggiungersi ad x per avere una 
maggiore approssimazione. Col ripetere successivamente la stessa ope- 
razione , si spingerà l' approssimazione tanto innanzi quanto si vorrà. 


472. I valori approssimati delle frazioni < 
dovendosi ottenere in decimali, 


/(«) 


ec. 


f{ay /(a+p)' . 
e necessario sapere m ogni divi- 
sione quante cifre si possono ritener nel quoziente come apparte. 
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nenli alla radice. Per tale oggetto si osserverà , che se a si ap- 
prossima fino a’ decimi , sarà y<0,l; e (juindi può supporsi die 
essendo y*-<0,01 , tutti i termini trascurati sieno minori di 0,01; 
perciò nella prima operazione potrà spingersi la divisione fino ai 
centesimi. In secondo luogo supposto y'<0,01 sarà y*<0,0001 ; 

quindi nel calcolar il valore di s» spingerà la divisione fino 

a’ diecimillesimi. Siccome questo ragionamento è applicabile alle ap- 
prossimazioni seguenti , ne segue che generalmente in ogni divi- 
sioD6 si può spingere il (juozienle fino ad avere un numero di cifre 
decimali doppio ai quelle che già si conoscevano. 

Per applicar questo metodo all’equazione a:’-l-3x — 7^0, la 
cui radice approssimata fino a’ decimi e x=l,4 (n“469), si fara 
in generale 

x* 7 fv\ 

y = ■ a — P) 




Fatto a;=l,4 si ha =0,01 ; perciò x=l,41. 

tendo nuovamente il ritrovato valore d’a; nella (S), si ha 

«'c= 0,033221 __Q Q 03 y perciò «=1,4063. Messo questo 

^ 8,9643 » » r 

valore in (5) , si ha 

0,0001109*8047 


Met- 


y"> 


883303907 
e quindi la terza approssimazione darà 

X = 1,40628738. 


= — 0,00001242 , 


473. Nel cercare i valori convergenti verso la radice si è sup- 
posto che in ogni approssimazione si potesse ottenere un numero di 
cifre decimali doppio di quelle che già si avevano. Ma ciò non è 
vero a rigore ; imperocché dalla (2) si ha 



e prendendo per y la sola parte 
rappresentato da 


J ‘(«) ’ 


l'errore che si commette è 


Or sebbene , quando y< y* segue che la 

j. 1 

somma algebrica de’ termini trascurati sia pure minore di • 
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Si potrebbe Terificarc il ralore otienuio facendolo variare di una 
unità in più o in meno nell’ ultima cifra, fìnchè si trovassero due 
valori che sostituiti nell'equazione dessero risultamenti di segno con- 
trario. Ma la prolissità de’ calcoli , cui queste sostituzioni darebbero 
occasione , distruggerebbe il principale vantaggio del metodo , cho 
consiste nella rapidità dell' approssimazione. Ite! resto questo calcolo 
è inutile per le operazioni intermedie , perchè ciascun valore ap- 
prossimato d’y corregge l’ errore che può esser incorso nell’ ultima 
cifra del valor precedente d' x. Sicché seguendo l’ anzidetto regola, 
cioè quella di ritenere in ogni divisione un numero di cifre deci- 
mali doppio di quelle che si trovano nel precedente valore d ’ x , 
quando l'operazione è finita si potrà cancellare come incerta l’ ul- 
tima cifra ottenuta. 


474. Questo metodo riesce fallace quando non si verifica una 
condizione iuiportante , ed è , che se a è un valore approssimato 
d’ a; , a -H y sia un valore più prossimo ad x che non e il prece- 
dente. In effetti il metodo suppone che y sia una frazione minore 
dell’ unità dell' infimo ordine contenuto in a ; quindi se risultasse 
maggiore , invece di convergere verso la radice , si divergerebbe. 
Ciò può avvenire quando a è una quantità più prossima alla radice del- 
l'equazione f'(x) =0, che a quella di f(x) = 0 ; allora nell’ espres- 
f(x) 

- ^ T.-r il denominatore risulterebbe poco diverso dal nu- 


sione y: 




meralore o anche più piccolo; e quindi può risultare y >■ I. Sa- 
rebbe anzi y grandissimo , se f'(a) fosse poco diverso da zero. 
Prendendo l'equazione x* — So:* — 4jr*-+-lìSa; — 1>=0 che ha due 
radici fra 2 e 3 (n°452. III.) si ha 


X* — Sor* — 4x*-|-15jr — S 
^ 4x5 — 9x*— 8x-h15 ‘ 

Or siccome i numeri 2, 2,3, 3 danno risultamenti di segno contrario, 
una radice sarà compresa fra 2 e 2,3, l' altra fra 2,3 e 3. Or se per 

0 3 135 

trovar la prima radice si faar=2,3, si trovayaa ’ ■ =0,23, e quin- 

di xss2,73 , valore più lontano dalla radice di quel che sia' 2,3. E 
se si fosse fatto x=2,44 che è un limite più prossimo di 2,3 si 

sarebbe trovato y = q oo4786 ' “ ” ♦ risultamento evidente- 

mente assurdo, giacché darebbe x=76,17. 

Siccome SI hanno sempre per ciascuna radice due limiti , e il me- 
todo di Newton si applica indifferentemente all’uno o all’altro dei 
due limiti , basta ordinariamente per isfuggire questo inconveniente 
di abbandonare il limite che lo produce e di applicare il metodo 
all’ altro limite. Quante volle ciò non basti, converrà restringere i 
limiti col metodo esposto al n* 4G9 ; e avuti cos'i due nuovi limiti 
più prossimi, sperimentar nuovamente quale de’ due conduce allo 
scopo. 


Digitized by Google 


( 293 ) 

475. La speditezza eoa la quale si ottengono per questa riai 
ralori approssimali delle radici rendono il metodo prezioso nelle ap- 
plicazioni. Ma per poterlo usare con sicurezza è necessario : 1° che 
si sappia se ì limiti ottenuti sieno vicini quanto basta per procedere 
all’ approssimazione ; 2° che si conosca di quale de’ due limiti può 
farsi uso ; 3" che si possa con precisione determinare il numero 
delle cifre esatte che dà ogni approssimazione; 4* che il calcolo 
numerico sia disposto in modo da non dar luogo ad operazioni su- 
perflue. Ma queste osservazioni condurrebbero troppo in lungo (*). 

ART. II. 

Metodo di Lagrmge. 

476. Si rappresenti per f[x) il primo membro dell’equazione 

X -4“ -f- f- =3© , (2J 

preparata secondo si disse al n* 449. Sieno a ed a -H 1 due limiti 

fra quali si comprende una sola radice. Fatto are=sa-4—^, x' non 

potrà avere che un sol valore maggiore di 1 ; e perciò la trasfor- 
mata ( n’ 393 ) 

f(a).x"'-\-r(a).x'»-' -h i + -4-1=0, (2) 

dovrà avere una sola radice maggiore di 1. Sostituendo per x‘ i 
numeri naturali 1 , 2 , 3 , ec., si dovranno necessariamente incon- 
trar due numeri che diano risullamcnti di segno contrario. Si os- 
servi che dovendosi avere una sola radice maggiore di 1 , le so- 
stituzioni possono cominciare da x' = 2 , e il valore di x' cadrà 
fra 1 e 2 nel solo caso che con la sostituzione di a;' e= 2 si avesse 
un risultamcnto dello stesso segno di f{a). 

Sia a, il numero intero immediatamente inferiore a x' ; si fari 

in (2) x' =«, -4- , c si avrà una seconda trasformatala in x", 

la quale , come la (21 , non potrà avere che una sola radice mag- 
giore di 1 . Se a, è l' intero immediatamente minore di x", si farà 

x" = a,-h , il che darà una nuova trasformata che potrà i»- 

ser trattala nel modo stesso. Così proseguendo si avranno le egua- 
glianze 

x=o-4-p-, x'c=itf.-4-^, x"=a, + -^, cc. 

le quali somministrano il valore d'x espresso in frazione eonUnna 
(n“ 304). 


(*) Si veggi il TrilUlo di Algebra n‘ 768 e seg. 
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Sia per es. l’equazione 

x*__2x—5 = 0, 

che ha una sola radice reale compresa fra 2 e 3. Fatto x=2 

se 

si ha la trasformata 

a”— IO*'*— 6«' — 1=0 


la «li radice è compresa tra 10 e 11 . Fatto x'bsIOh — ^, siha 
eia"*— 94c"'— 20a"— 1 =0 , 

la cui radice cade tra 1 e 2 . Facendo a" = 1 + ^77 > si ottiene 
54a""-t-25a"'*— 89a'"— 61 =0. 

Così proseguendo si trovano i quozienti qni sotto scritti , da' quali 
si formano con la nota regola (n* 306) le frazioni convergenti. 

Qooz. 2 10 1121 3 1 1 12 

1 2 21 23 44 111 ISS 876 731 1307 16418 

hr.conv.g » J > |0 > ,n » 2I ’ 53 ’ 7* ’ 275’ 849’ 624 ’ ‘7837’’“' 

L’ultima delle frazioni dà (n." 311 ) un errore minore di — ^ — 

=0,0000000163; perciò svolta in frazione decimale darà cifre esatte 
fino alla settima. Quindi si ha a=2, 0943514. 


477. Se la radice è compresa fra due limiti a , a + </ , la cui 
differenza d è minore dell’ unità, si farà x—ud. L'equazione in » 

avrà una radice fra i numeri ^ i quali differiscono di un’uni- 
tà. Perciò fatto “ = ^ ** trasformata in *»', sulla qua- 

le si opererà secondo è sialo prescritto. 

Sia per cs. l'equazione a’— 7x-t-7«=a0 , la quale ha una radice 

fra 1 ® "l" ® l’altra fra ® 2 . Fatto xs=~ , risulterà l’equazione 

z»’— 28«-t-56 = 0, la quale avrà una radice fra 2 e 3 , l'altra 
fra 3 e 4. Si troveranno queste radici operando secondo la regola. 


478. Se fra a ed a-t-1 cadono più radici , per far uso dell’espo- 
sto metodo non è necessario separarle , ma basta conoscerne il nu- 
mero preciso; il che può sempre ottenersi per mezzo del teorema 
del n° 430. In effetti suppongasi per fissar le idee che fra a ed 

o-l-l cadano tre radici; fatto x=:a-i- , la trasformata ( 2 ) 


Digitized by Googie 



( 295 ) 


arra tre radici maggiori di 1 . Supposto che i numeri naturali so- 
stituiti in luogo d’a; nell' equazione (2) diano tre cambiamenti di 
segoo ne’ risultamenti , si conosceranno i limiti particolari de* tre 
valori d’x'. Sieno 6 , 6 ', ò" i numeri interi immediatamente inferiori 
a questi tre valori d'«'; le tre radici si potranno trovar separata- 

mente ; perciò che per la prima radice si farà x' = ò-i — ; e poi- 
ché fa trasformata in y ha una sola radice maggiore di 1 , si pro- 
seguirà al solito. Per la seconda si farà «'==&' ri — ^ > e per la 

1 ^ 
terza x'= 6 "-i — 77 • 

Si riprenda l’equazione 


a*— 7 x-+- 7 = 0 , 

la quale ha due radici fra 1 e 2. Fatto o!=lrt — si avrà 

I numeri 1 , 2, 3 , messi in luogo d’j- danno per risultamenti -4-I1 
— 1 , 1 ; perciò una radice cade fra 1 e 2 , l’ altra fra 2 e 3. 

Per trovar la prima radice si farà o;'=l4--V e si avrà la trasfor- 
mata 

y»-2y-y-t-i=o, 

la quale ha la radice fra 2 e 3 ; fatto perciò y' = 2 + si 

I ^ 

proseguirà innanzi; sicché la prima radice sarà x — 1 H 1 

T-l-ec. 

Quanto all’altra, latto x'= 2 -i- si ha la trasformata 

y»* + y»._2y»-l = 0, 
la quale ha una radice compresa tra 1 e 2 ; facendo perciò 
si potrà proseguire finché si vorrà , e la seconda radice sarà 

X =1 1 

2 H 

I -hec. 


479 . Se nella (2) la sostituzione de' numeri naturali non desse 
tanti cambiamenti di segno quante sono lo radici comprese tra a 
ed a + 1 , si potrà ricorrere al teorema del n“ 450 per vedere fra 
quali numeri cadono le radici della (2). Per tale oggetto in vece 
di trovar le funzioni relative all’equazione (2), nelle uuudoni f{x). 
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f{»), fJl»), ec. relative alla (1) li farà x=sa-i- La aostilu- 

zione de’ numeri naturali iu questi polinomi in x' farà conoscer due 
numeri deà-t-1 fra i quali soa comprese più radici, [perchè es- 
sendosi fatto «= a-t- -Vai debbono avere gli stessi risultamenti o so- 

X 

stituendo nelle fiuuioni in a;' d e d + 1 in vece di x' , o sostituen- 
do nelle funzioni inx a-hg e a 

Trovati i numeri d e d-l-1 si farà x'<=a6-i — ^,e col metodo 

x" 

stesso si conosceranno i numeri interi fra i quali sono compresi i 
valori d’x". Se si trovauo due altri numeri consecutivi c ec-ì-1 

che comprendono anche molte radici, si farà nuovamente 

e così proseguendo si dovrà finalmente pervenire ad un'equazione 
nella quale la sostituzione de' numeri naturali dà tanti cambiamenti 
di segno quante sono le radici che si vanno cercando. 

Arrivati a questo punto si continuerà per ciascuna radice l’ap- 
prossimazione nel modo già detto ; e le frazioni continue che espri- 
mono i valori d'x compresi fra a ed a-i-1 avranno una parte co- 
mune. 


h in luogo d’x. 



Digitized by Googlc 


( 297 ) 


CAPO X. 

HlSOLUZIOnc DELLE EQDAZIOm DEL TEEZO 
E QUAKTO GRADO. 

— CB— 


A R T. I. 


Tratjormaxione della funzione l^a -i- |/ì. 


480. Si ponga 

• ^ 

( a -+- 1^4 I/o). ' (I) 

Elevando 1’ uno e l’ altro membro alla potenza m""*' ( n° 226 ) , ed 
eguagliando le quanlilà razionali fra loro , e le irrazionali fra loro 
( u" 210 , 1. ) , si avrà 




aa=4( tt"-+ 


»i(ni — 1) _ f7i(m— l)(m — 2)(m- 


dalle quali si poaono ricavare i valori di u e v. 

È da osservarsi però che se in vece dell’eguaglianza (1) si scrivesse 
r altra 


(o_i/é)"‘ = r‘(«-i/ó, (i) 

si perverrebbe alle stesse equazioni (2) e (3). Se dunque sussiste l.i (I), 
deve sussistere anche la (4). Ora moltiplicando per ordine le equazio- 
ni (1) e (4) si ottiene 

T • 

(«• — à)“ = r(«*-r), (A) 

d' onde ricavasi 


e quindi 


di AIq. 



38 


C') 
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Perciò ia vece dell’ equatione (3) si può far uso della (6), la quale è 
più semplice. Sostituendo questo valore di v nella (2)., si ha un'equa- 
zione che serve per determinare u. Resta i indeterminala. Si rifletta 
però che , per poter dare all’ espressione proposta la trasformazione in- 


dicata , conviene in primo luogo che 


m 

|/^ 


sia razionale. Eissen- 


do i indeterminata , si potrà determinare in modo che ° ^ sia una 

potenza del grado ni; il che può sempre ottenersi col fare 

i* = (a' — ù )-«-*'> , ovvero = — b )■»+« , (7) 

perchè allora si ha 



m 



Prima di ricorrere a questo valore di k , conviene tentare se ve ne sia 
qualche altro più piccolo che possa soddisfare alla stessa condizione. 
Chiamando i il valore di questo radicale , si ha 

» = M* — c. (8) 

Messo questo valore nella (2) , si ha un’ equazione in u di grado m 
composta di un numero finito di termini. E l’espressione proposta ac- 

isi 

quistcrà la forma \/H{^ u -I- 1/tT), se la detta equazione ammette per « una 
radice razionale; in caso contrario la trasformazione proposta è impossibile. 


481. Se fosse m=:2/i, sarebbe più semplice mettere ' 


( fl -h |/à )" = k'\ VZ-¥V^), 
perche allora le equazioni (2) e (6) divengono 


a=à^i 


. „ 2n— 1 „ 2n— 1 2n— 2 2n— 3 

u -t-2» — M* “ 't;-t-2n — «'■-•»»-t-ec 


( 9 ) 

) 00 ) 


_ a/"* — * 


ovvero v =^u — c. 


00 


Messo questo valore di p nella (10) si ha per determinare u un’equa- 
zione dcf grado n = -m. 

Nel caso in cui n = 1 , le equazioni (10) e (11) divengono 

ir \ ^ 

a = k(u -ì- V ) , v = u 

Non polendo k servire a render razionale — b, si potrà fare k=s:l, 
c si avrà 

a = w -t- f ) — b = ti — V , 

(l.ille quali si traggono le formule ottenute nel u° 216 , li. 
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482. Ecco alcuni esempi per applicaxione. 

jr 

I. Sia (8-+•2^^T5)*; sarà a = 8 , à = 60 , I/o* — à = 2; e 

X 

quindi 

3 

— y a 

n. Sia (8 -h 4|/5)‘; sarà w = 8 , o = 8 , à = 80 , j/ ^-jr-= 




Preso ir s — si avrà v s= u*+4, il qual valore messo nella 

^ fv • 

(2) darà u^ + Su = 4. Questa equazione è soddisfatta peru=l, ondo 


» = », e (8 + 41/5)’: 


1 +1/ 5 


m. Sia (U + 8I/3)* ; sarà n = 2 , o = 14 , à = 192 , 
t 

*“^5’ *' » = « — 2. «l’e- 

quazione (10) diverrà «*— 2ti = 3. Da questa di ottiene « = 5 , e quindi 
»=:1. Perciò ( 14 + l/s )’ =■ ~L l . 


4 

1/2 


_T 

IV. Sia ( 19 + 111/3 )’ ; sarà w = 5 , o = 19 , à = 363 , 

*=ì’ "" 

e quindi e = n* + 2. Messo questo valore nell’ ^uazione (2) si ottiene 
4u>+10u^+5u — 19=0; la quale 

quindi e = 3, e (19 + 1 ll/s ) 


equazione è soddisfatta per u=l; 

i 1+1/3 

~ 

1/4 

483. Operazioni analoghe richiederebbe la trasformazione deirespressio- 

t 

ne immaginaria (o+àl/^ )”•. Infatti le dne equazioni 

1 X 

( fl -t- à|/ — 1 )™ = à"’( u + e|/ — 1 ) ) 

f I 

( « _ àV/ITi )™ = 4“( U _ r»/^ ) 

dovendo sussistere contemporaneamente , elevando una di esse alla po- 


Digitized by Google 



( 300 ) 

lenza in'”"" ( n" 232), l’ eguaglianza della parte razionale dì ciascun 
membro darà 



m(m — 1) m(\ 

J .2 


l)(w— 2)(m-3) 


1 . 2 . 3. 4 


u"-*r4-|-ec. 


), (tJ) 


c il prodotto delle due equazioni (12) darà 




(14) 


Operando sulle (13) e (14) come sulle (2) e (6), si potranno determinare 

T 

per « e e de’ valori propri a dare all’espressione ( a 4- l )"* la 
forma supposta. 


Sia per esempio ( 2-+- 11|/— 1 )* ; sarà ms=3,a = 2,ds=ll, 

3 3 

|/ • E»*en«lo 125 un cubo perfetto, si può pren- 


dere ^ = 1 e si Ila r* = 5 — «* , e siccome a = u* — 8ac* , si ha 
4u> — 15u — 2 = 0: equazione soddisfatta per ti = 2, da cui r=l. 

Quindi (2-4-lll/iri)’ =2 + |/^. 

Nel modo stesso si troverebbe 


1 -t-V— 1 

1/2 


, K_i/zn= 


l-l/ITT 


l/ + l/ZTi = 

dalle quali si ricava 

|/4-|/=1-u1/_1/3T = |/2. 

Queste ultime espressioui , che sono le radici dell’ equazione yà^-IsO, 
coincidono con quelle già trovate per altra via ( n° 404 , 3°). 


484. Quando l’ esponente m è una potenza di 2 , l’ espressione 
1 

( o -H ài/ — 1 )”* si può trasformare senza effettuare il calcolo indicato. 
In effetti sia m = 2 ; fatto 

i I, 

(o-+-àl/^)*=ii-J-rl/— 1 , (o — ài/ — !)*=«— cV/ — 1, (16) 
prima sommando e poi sottraendo si ottiene 

(a+àl/IIÌ)*+(o_à|/i:i)‘=2M, 

(a-t-il/HT)* -(a— à|/^)’= 2r|/^. 

Elevando a quadrato , ed estraendo di nuovo la radice , ti ha 

2«=(2«-t-2l/^M^)i , 2r=(— 2a-t-2l/a‘-t-à*)« ; (17) 
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dalle quali si ottiene subito 

(,._»/=if=(:±!!:^')*-(=2±!^)V=i. o» 

Fa d’ uopo avTertire che queste Xonnole non possono aver luogo se a 
non è una quantità positÌTa. Infatti , scritto — a iu vece di a , e poi 

fatto d = 0 , la formola (19) darebbe — a — — I/o V' — 1. Si esita 

ogni equivoco col fare 

L » 

I 

Nel modo stesso si procederebbe per l’espressione ( a + di/ — 1 ) > o 
pe’ radicali di grado più elevato. 

ART. n. 

RUoluxione gtnerale delle equazioni del terzo grado. 

483. Sia da risolversi Tequasione generale del terzo grado 

**-+-/»* -t-y = 0. (I) 

Si faccia or s y + z ; elevando alla terza potenza , ti avrà 
a*SB^^>-t-x'-i-Syz(y. 4 -z). Mettendo x in vece di y + 2 , e ordinando 
ai otterrà 

** — Syz.* — (y*H- 2 *) = 0, (2) 

la quale equazione ha per radice l’ espressione y + z. Paragonando le 
equazioni (1) e (2) , si ottiene 

(5) yz= — y* -t- *8 _s ; (4) 

dalle quali fa d’uopo ricavare i valori di y e z. 

L’eliminazione di queste due incognite si può qui fare col metodo 
suggerito al n° 373 ; imperocché elevando a cubo la (3) si ha 

(8) y8z*=— y»-t- 2 »= — y; (6) 


e queste mostrano che y^ e z* sono le radici dell’ equazione 



si ha ytssA , z^=zB\ (8) 
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e chiamando * un valore immaginario di ì/T} il avrà 

3 _ 3 3 

y = y = tyj, y-^JVAi 

3 _ 3 3 (9) 

Zz=A/B ^ S sss «l/jff , s = 

Riunendo in tutte le maniere possibili un valore di y con uno di z 
ei hanno per x nove valori. Ma dovendo questi valori soddisfare al- 
r equazione (S) , saranno radici dell’ equazione data solamente i tre va- 
lori seguenti : 

3 3 3 3 8 3 

® = |/3? -t- |/7T, = ® = (IO) 

La raoltiplicità de’ valori d’x deriva da che in vece di adoperar l’e- 
quazione (3) si è fatto uso della (S) , la quale è più generale , e può 

provenire tanto dalla (8) quanto dalle altre due yz=si—~,yz=- 

3 

Perciò de’ rimanenti sei valori , tre risolverebbero l’ equazione 
-f- »/>x -+- y = 0 , e tre altri l’esazione x*-t-«y>x-t-y = 0. 

Si eviterebte ogni ambiguità eliminando col metodo ordinario la z 
dalle (i) e (S) ; cosi facendo , si avrà 


JlE 

3 




(”) 


Questa equazione chiamasi la ridotta , appunto perchè la risoluzione 
delia (1) si riduce a quella della (8) ; cioè la risoluzione dell’equazio- 
ne generale del terzo grado si riduce a un’equazione trinomia del se- 
sto. Dalla (11) si ha 




^27 ’ 


( 12 ) 


a 

d* onde , chiamando « uno de’ valori di V'x , si trac 
e sostituendo valore nella (3) si ottiene 

— P 




Moltiplicando numeratore e denominatore per 


e osservando che - = a* , si ha 
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Quindi 




È questa r espressione generale della radice della (1) , perchè da essa 
si ottengono tutte le radici col metter successivamente per » i tre va- 
lori di l^'T. Cosi facendo si ottengono i tre valori (IO) già scritti. È 
facile riconoscer l’ inutilità di metter nella (12) il doppio segno avanti 
il radicale , perciò che se nella (13) si cambia a in >* si ottiene una 
formola che dà per x i medesimi tre valori (10). 

La (13) chiamasi la fmmola Cardanica dal nome del geometra che 
fu primo ad esporla. 


486. Se /> è positiva , il radicale y ^ espres- 

sioni ìà A t> B k quantità reale. E quindi delle tre radici (10) la pri- 
ma è reale , e le altre due immaginarie. Lo stesso avviene quando p 

è negativa, ed è ^ ^27' 

Ma se /I è negativa ed è ^ > lotte e tre le radici si presen- 

4 27 

tano sotto forma immaginaria e sono reali. In effetti il radicale cubi- 
co che entra nell’ espressione della radice avrà in questo caso la for- 

ma {f — 1 )*. Applicando a questa espressione il metodo del 
n” 482 , si farà 

_I 

(/H-^l/— 1)’ =H4-t!K— 1. (14) 

Quando si possono determinare per u e « de' valori razionali, riesce 
evidente che le tre radici sono reali. Imperocché, le formolo (10), 
mettendovi per « e »* i valori riportati al n° 404 divengono 

x=u+ìV — l-t-«— — 1=2« , 

* = — ^( u4-tt/— 1) + ~^~^~^ .(b— rl^— 1) sa— M— 3 , 

X = — ! — ^ — 1) -h = — iH-eP^. 

2 2 


Ma quando non si può soddisfare all’equazione (14) per mezzo di va- 
lori razionali di u e v , si potrà sempre concepire che quei radicali 

abbiano la forma u ■+■ t\/ — 1 ; perciò che la ti dipendendo da un’ e- 
quazione del terzo grado sarà sempre reale , c tale sarà pure la t> ; o 
potrebbero determinarsi de’ valori di u e u con quell’approssimazione 
che si vorrebbe. In tal caso le espressioni (8) daranno per x do’ va- 
lori approssimati come le u e c , ma sempre reali. 
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Le condizioni della realità delle radici nelle equazioni del terzo gra- 
do tono 



siccome ti era già trovato (n° 4S4). 

ART. III. 

Rùoiuxione delle ejuazùmi del quarto grado. 

487. Sia r equazione generale del quarto grado 

( 1 ) 

Seguendo un metodo analogo a quello tenuto per l’ equazioni del terzo 
grado, si faccia 

X = y-t-z-W. (2) 

Elevando a quadrato , ti ha 

X*— = 2(y2-t-yH-sf) ; 
ed elevando nuovamente a quadrato , si ha 

Sviluppando il quadrato del secondo membro , si ottiene 

*4—2 (y*+s* +<*)x*-r (y*-l-s*-t-<*)’=4(y*s*-t-y V+z’/*)-l-8yz/(y+z-t- 1) ; 

e in fine mettendo x in vece di y+z-(-/ , e ordinando , si avrà 

x4-2(y*-+-z*-i-f*)a:*— 8yz/.aH-(y*-l-z*-4-0* — 

Paragonando le equazioni (1) e (S) si ottiene 

/>=-2(y*-i-2*-+-Oi y=— r=(y*-+-s*-t-/*)*— 4(y*z*-4-y*/*-lrz*0-W 

Da queste , elevando la seconda a quadrato , e nella terza sostituendo 
in vece di (y*-i~z*-4-I*)* il valore ^ ricavato dalla prima , si ottiene 

y-4-z*-H/*=s-|, yV+yV+4V=^-r, y*aV=^- 

Dunque le tre quantità y'* , z* , <* saranno radici dell’ equazione del 
terzo grado ( n° 373 ) 

che è la ridotta dell’equazione (1). Chiamando a , à , c le sue radi- 
ci , si ha 

y' = a, Z*e=b, <* = c, 

d' onde 

ys=i;l/a, z = t=s-±^\/c. (6) 

l 
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L' espressione generale della radice , quando ne' radicali si considerano 
tulle le determinazioni , è 

X = |/a “1- (/J -4- l/c- 


Facendo (ulte le combinazioni possibili tra i segni de’ radicali ne risultano 
otto valori diversi. Ma dovendosi soddisfare alla condizione ys/= ~i 

O 


si vede che quattro corrispondono a q positivo e quattro a q negativo. 
Era inoltre regolare che si avessero otto valori ; imperocché, essendosi 

in vece della yzt = — — adoperata l’ equazione dalla 

quale ò scomparso il segno di y, la stessa equazione dovrà compreii* 
der le soluzioni corrispondenti all’ uno e all’ altro caso. Gli otto valori 
d'o? si possono comprendere nelle quattro formole seguenti , nelle quali 
si è reso esplicito il seguo del radicale: 


X = ~l~ f -t- \/'à -t- — I/c) I 

X = ±(-ì-l/à — l/i-t-l/c) , 

X = ztz( — l/o-t-l/é-t-l/c ) , (7) 

X = ±( — — — |/c). 


Per conoscere quali convengono a q positivo , si farà il prodotto 

indipendentemente dal segno esteriore ; se il prodotto ri- 
sulta positivo, il segno superiore varrà per q positivo e l’inferiore per q 
negativo; il contrario si farà se quel prodotto risulta negativo. Per es. 
sia a=— a, b=s — p, sarà = e quindi 

per q positivo si dovrà prendere il segno inferiore allìnché sia y = — ^ ■ 

Per mezzo di questo esempio si è già avvertito che il segno del pro- 
dotto y:/ non è sempre quello che risulta da’ segni esteriori che accom- 
pagnano i radicali delle formole (7). 

Si evita ogni equivoco, se in vece di |/c si mette allo- 

»l • yr O 

ra si può dalle (7) sopprimere il + che sta fuori le parentesi. 


488. Le radici della (1) dipendono da quelle della (5). Ora que- 
sta può avere tutte e tre le radici reali , o una radice reale e due im- 
maginarie. 

Quando le radici della ridotta sono tutte e tre reali , essendo I’ ul- 
timo termine necessariamente negativo, saranno o tulle c tre positive, 
o una positiva e due negative. INcI caso che sicno tutte c tre positive, 
le quattro radici (7) saranno reali ; e se una è positiva c due negati- 
ve , saranno tutte e quattro immaginarie. Bisogna osservare intorno a 
quest’ ultimo caso , clic se le due radici negative sono eguali , esse si 
distruggono in duo de’ valori d’x, che diventano per conseguenza reali; 
e l'equazione proposta avrà due radici reali e due immaginarie. 

Quando la (a) ha una sola radice reale, questa dev' esser necessaria- 
mente positiva (n° 360). Sicno rappresentate per — 1, a — I , 

y le tre radici della ridotta ; messe queste nelle (7) , si troverà in due di 


esse 


l’espressione »— ,-il/— I clic è quantità reale 


LI.- di A!g. 


39 
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( n* 48* ) , e in due altre l’espressione 
che è immaginaria. ~ 
radici reali. 


-, — — l 

Dunque I’ equazione del quarto grado avrà uue sole 


*89. Per riconoscer dai coeiBcicnli quando la ridotta ha le tre ra- 
dici reali, bisogna fare sparire il secondo termine. Fatto u = t — — 

6 

( n° 396 ) , si avrà 


\48 */ 


or (T 

I ir- i- = 0; 

8G* 24 64 ’ 


( 8 ) 


il cocfCcicnte del secondo termine avendo il segno — , le condizioni 
per la realità delle tre radici della ridotta saranno ( n” *8S ) 

- + -> 0 , 

*8 * 


L(ù ^ • 

27 \ 48 '*'*/ 2 * 64 / 

*90. Si avverta in fino , che per toglier le frazioni dalla (S) basta 

»... 

fare u=3- ; c si avrà la ridotta 

->r1p\? -^{p' — 4r)p — 9 * = 0. (9) 

In questo caso , supposto che a , b , c sien le radici della (9) , le 

espressioni (7) acquistano il fattore - ■ 

A 


*91. Per risolvere le equazioni del quarto grado si può far uso di 
un altro metodo che è utile conoscere. 

Si supponga la (I) scomposta in due fattori del secondo grado, co- 
sicché abbia presa la forma 

(a;*-+ /«-!-«/)( -+-«') = 0. (10) 

Fatto il prodotto, l’equazione risultante paragonata colla (1) dà le equa- 
zioni 

/ -t- /' = 0 , « -4- //' -f- u' =/> , <'«-+- tt'/ = y , ut/ = r , 

dalle quali si possono determinare i valori di / , u , t' , u'. Dalle pri- 
me tre si ottiene 

u' -i- u = p -h l* , u' — « = ; 

d' onde 


quali valori messi nell’ ultima equazione danno 


2 ( ’ 


(«>) 
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/« -t- 2/>/i + (/»• — 4r )/• — y* = 0. (H) 

Questa eauazionc , fatto f*=v, coincide con la (9). 

I due fattori della (10) danno 

X = — l\/v±\l/v — iu , JC = -ìl/pih sl/e — (15) 
Chiamando a , h , c le radici della (9) , si ha 

2/» =s — (a -Ir d -1- e) , y = + ^ ohe ; 

e dalle (11) si ottiene 

2u' = v — 6 -t- e) 2u==i’ — ì(a-+"^-t“C)-t-^-^ > 

nelle quali mettendo per v una qualunque delle radici della (9) , per 
esempio a , si ha 

V — 4u‘ s=6 -hc^ 2^6c = ( l/J ^ l/c )* , 

e — 4« = ^ -t- c ± 2p/ìc = ( l/i dz )* • 

Sostituendo questi valori nelle (1 3) risultano pei valori d’a; lo espressioni (7) 
moltiplicate per ì, siccome si era già annunziato ( n“ prec.) (*) 


ART. IV. 

Delle equazioni che ammettono una radice della stetsa forma 
di quelle del terzo grado. 

492. Sia in generale 

x = ^-4-V^\ (1) 

trattasi di trovar l’equazione di cui questa espressione è radice. Si fac- 
cia per brevità 


Sara 


y" = À , z" s=B, (2) 

x=y-4-z. ( 5 ) 

Nella formola (14) del n” 231 scritto y,s,x,n in vece di a,l>,z,m 
si ha 

y'^z’^x’-nyz.x-'^ ^ ^ y 'z'.x-^ __y5s*.x- c+ec.(4) 


f‘) Per «lire osserraiionì su questo meimin, e per In sromposiziouc delle equn- 
tionì in faliori di grado supcriore al primo , si legga il iraitaio di Algebra uu- 
incri 706 © seg. 
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Ora poiché y" = A , s," = B , se si ammcUe che y: = [/AB sia una 
quantilà raiionain, l'equazione (4-) sarà razionale, e sarà l’equazione 
richiesta. Sicché fatto 


A^B=d, \/aB = 


l'equazione (4) diverrà 


X — nex*~' -f 




1.2 


1.2.3 


( 5 ) 

( 6 ) 


Elevando la seconda delle equazioni (S) alla potenza n"”’* , si ottiene 

A-^B=d, AB=zc'-, 

per conseguenza A a B saranno radici dell’ equazione del secondo grado 
tt* — </« -J- c" =s 0 . 

Si ha perciò 



Rappresentando per « un valore immaginario di le equazio- 

ni (2) danno 

y = V^, y=r<y A , y==./V A y = «— -1/^7; 

. . . _ . 

x = [/l, z = <A/^ , z = a.'[/B s = 

Riunendo un valore di y con uno di z in modo che il loro pro4otto 
sia c, si avranno tutte Te radici della (1), le quali sono: 

a = \/A-^VJ, 

n m 

X — ‘ l/zT ; 

■ " — ( 9 ) 

a- = «*1/^ , 


X = »*“ ■1/37'+ «l/TT. 


Se Irf* — c" 

4 


è quantità positiva, il primo valore sarà reale, o tutti 


eli altri immaginari. Ma se -d* — c" è quantità negativa, e da’ valori 
o 4> 

à\ A c B non si può estrarre la radice col metodo esposto al n° 480, 
tulli i valori di x si presentano sotto forma immaginaria e sono reali ; 
il che dimostrasi come nel n° 486 si è fatto per l’ equazioni del terzo 
grado. Si vede dunque che il caso trriducibile ( n° 486 ) è comune a 
tutte le equazioni comprese nella formola (6). 
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49S. Facendo nell' oquasione (6) n = 3, = 4, ec., si vcdrd quali 
sono per ogni grado le cquasioni che hanno una radice della forma (1). 

1" Quando u == 3 , si ha x* — 3cx — </ = 0; perciò la (6) ri- 
solve l’equazione generale del terzo grado x® 4-/>x -H y = 0. 

2“ Se » = 4 , si ha x4 — 4cx* -t- 2c* — </ = 0 ; quindi le cqua- 
sioni del quarto grado che si possono risolvere con la formala (6) sono 
della forma x^ -t- px*- -H r = 0. 

3® Se n = 8 , si ha x* — 5cx* -f- 5c*x — </ = 0 , o perciò con 
la (8) si risolvono le equazioni del quinto grado della forma 

X* — px^~i-^p^x-rS = 0, (IO) 

E così di seguito. 


494. Si avverta che essendo per le (7) 

(11) = y: = c, 

e c" 

saràs = -; e quindi = d’onde 

y y 


Questa equazione dà 


e poi 


y*" — ‘/y'rf-c' =0. 
y = »(^±^;^-c*)*. 


( 12 ) 

(13) 


Sostituendo questo valore nell' equazione s = ~, si ha 




(U) 


(15) 


Sicché l’espressione generale della radice della (6) sarà 

■)' , ( 16 ) 

la quale somministra tutti i valori (9) allorché per a, si mettono sue- 

m ^ 

cessivamente tutti i valori di 1^1 . 

a 

498. L’ equazione (6) , allorché per c si rimette il suo valore V AH, 
ha per radici le espressioni (9) , c si può ottenere effettuando il prodotto 


a * n a a a 

{x—VA-VB){x—»\/1Ì—x''-'V% (x— «- -l/^— «J/^=0. (1 7) 

Ma secondo la forma della (1) i valori di x esser debbono tutti quelli 
che si ottengono unendo in tutte le maniere possibili un valore d’y con 
uno di z ; sicché la (6) contiene solamente una parte di questi valori. 


1 


Digitized by Google 



1 


( s»o ) 

Ora per riunire in tutti i modi pouibili i valori (8) , basterebbe diri* 

m 

derli in gruppi , cioè quelli che danno per prodotto AB come le (9), 

n n » 

Cpiplli che danno fino a Facendo i pro- 

dotti come nella (t7) de’ fattori del primo grado appartenenti a ciascun 
gruppo ed eguagliandoli a zero, si avranno equazioni tutte simili alla (6), 

H 

in ciascuna delle quali \/^ si trova affetto da una diversa potenza 

n 

di «. Perciò basta nella (6) dare a \/aB i suoi diversi valori , c poi 
moltiplicare le equazioni che no risultano. L'equazione di grado n' che 

n n 

se ne ottiene sarà quella che contiene tutti i valori di \/ A 
Questa equazione deve necessariamente risultare razionale , perciò che 

Il 

se contenesse X/Tìlì , si potrebbero da essa ottener tante equazioni per 
quanti sono i valori di quel radicale e quindi non conterrebbe tutti i 
valori di x. Essa quindi sarà l’ equazione da cui dipeude la funzione 

o quella che risulta dall’ eliminazione de' radicali dalla (1). 
Sia per esempio n = 3 , cioè 

a: = J/.ìf -+- J/Z? ; . (18) 

il prodotto 

3 3 _ ’ _ ’ 5 _ ^ _ 

(x — 1/^4 — 1/ B){x — *1/ A — «*l/^(x — «*1/ A — o[/B) 

è |>er la (6) 

AB . x^A~B . 

Fatto per compeudio x^ — A—B=v, l’equazione finale sarà 

3 3 ì 

(c — 3*1/ AB){v—Z*xV^ AB)(v — 3**al/ AB)—0. (19) 

Effettuando il prodotto , e osservando che 1 -j- » -f- «« = 0 , si ha 
c3 — 27AB.x^=Oi ossia 

(^x^ — A — By—27AB.x^ = 0. (20) 

La (20) si può anche ottenere elevando a terza potenza la (18), il 
che dà 

3 3 3 _ 

*3 = ^ -H 3l/^/f( |/7 + l/Zf ) , 

da cui si ha ^ 

— A — B =Zx\/JB. 

Elevando nuovamente a terza potenza , si ottiene la (20); il quale pro- 
cedimento è suggerito dall’idea di eliminare i radicali dalla (18) (*). 

(‘) Per maggiori sviluppi intorno all’ eliminazione de’ radicali , all’ equazione da 
cui dipende una funzione irrazionale, e intorno alla forma da darsi alla radice af- 
finchè l’equazione da cui dipende non conduca come la (6) ad equazioni partico- 
lari, si vegga il Trai, d’ Algebra numeri 674 064. 
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CAPO XI. 

DELLE rrmziom simmetkiche delle radici 

DELLE EQDAZlOm. 


496. Un’espressione la quale non cambia valore comunque si per- 

mutino fra loro lo quantità di cui si compone , si chiama yurizibne a/'m- 
melrica di queste quantità. Per es. l’espressioue a*-+-6* + è 

una funzioue simmetrica di a, 6, c, d. 

497. Sicno a, b, c, d,...k, l le >i radici dell’ equazione 

x’-f-y/.a:"-* -(- .... 0 ; (I) 

sarà ( n" 370 ) 

a b -t- c + d -t- .... -H I = — yii > 

ab-h(ic-\-nd-i- .... -{-al-\-bc-i-bd-i- .... -^bl-ircd-\- .... , 

obe obd~^ .... — f— .... * = — ^ i > (2) 


abed .... kl=-i- j4.. 

I primi membri di queste equazioni non variano , allorché si permuta- 
no fra loro le lettere a , b , .... / ; |ierciò i coefficienti di una equa- 
zione sono funzioni simmetriche delle radici. 

Non solo le funzioni (2) , ma tutte le funzioni razionali simmetriche 
delle radici si possono esprimere razionalmente per mezzo de’ cocflicieuti 
dell’ equazione. A tal uopo si può stabilire il seguente teorema. 

498. Teohema 1. 0^/ti fumione razionale simmetrica delle radici di 
t/n’ pr/itazione può espri/nersi razionalmente per mezzo dei cocjjicienti 
della stessa ejuazio/te. 

In effetti sia 

cp(a, b, c, .... k , l) (3) 

una funzione razionale simmetrica delle radici a, b, c,....k, l sup- 
poste tutte disuguali , e sia 17 il suo valore ; si avrà 

U = a{a, b, c .... k, l). (4) 

Se olle equazioni (2) si unisce la (4), si avranno n-H-1 equazioni, 

dalle quali eliminando le n quantità a, b, c /, resterà un' equazione 

tra U , Ài ., Ah , A, A„ , la quale darà U in funzione de' detti 

coellicienti. K siccome U si trova al primo grado in una sola equazio- 
ne , nell’ equazione finale si troverà anche U al primo grado, c quindi 
il valore di U sarà espresso razionalmente per mezzo dei coefficienti. 

499. 17 indicata eliminazione , la quale a prima vista sembra dovei* 
riuscire alquanto intricata , si rende fucile per la proprietà caratteristica 
delle funzioni simmetriche , che é quella di non cambiar valore per ef- 
fetto della permutazione delle lettere clic la compongono. 
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Dippiù c evidente che se due o più funzioni sitnmelriclic delle stesse . 
<]uantità a, ù, c, ... / si sommano , o ti sottraggono, o si moltiplicano, 
o si dividono, le somme , o le differente , o i prodotti o i quozienti sa- 
rauno anche funzioni simmetriche delle stesse quantità. E in generale se 
l’equazioni (2) o un numero qualunque di equazioni contenenti funzioni 
simmetriche delle stesse quantità, si combinino fra loro in un modo qua- 
lunque , le equazioni che ne risultano saranno anche funzioni simme- 
triche di quelle quantità. 

Ciò premesso , si possono stabilire i teoremi che seguono. 

oOO. Teoreha. II. Si supponga che dalla funzione (3) ti tigno eli- • 
minale per mezzo delle equazioni (2) le m — 1 quantità g, h, .... I, 
e che il risulUonento ordinalo rispetto ad f abbia la forma 

Pf” -+- -1- Pf”— -h -hT, (5) 

dove ne’ eoejjìcienti P, Q, R .... T si contengono le lettere rimanenti 
a, b, c .... e. Se si canibia f in x , F equazione 

Rx^-*-+-....->rT=U (6) 

avrà per radici le m quantità f , g l. 

In elletii l’espressione (S) essendo una funzione simmetrica di a,b...k,l, 
non cambia valore se si permutano fra loro le medesime quantità. Or 

siccome in essa tono scomparse le lettere g , A l , la permutazione 

di f in ciascuna di queste lettere corrisponde a cambiare y in^,o in A, 
cc. Quindi l’equazione (6) sarà verificata allorché |icr x si mette una 
delle m quantità J, g...l, le quali perciò ne saranno le radici. 


£01. Teorema II. Si supponga che per mezzo delle prime m — 1 
equazioni (2) si sieno eliminate le m — 1 quantità g , h .... I , e che 
r equazione risultante dalF eliminazione suddetta ordinata rispetto a f sia 

-I-....F„ = 0. (7) 

Si supponga ancora che eliminate le stesse m — I quantità dalla fun- 
zione (4) , essa abbia acquistata la forma 

Pf'’-+-Qf’-'-i-Pf'’-‘-k-----+-T=U. (8( 

Per eliminare dalla U fa f basta dividere il primo membro della (H) 
per tl primo membro della (7) ; il resto sarà indipendente da f , ed 
eguale ad U. 

In cifetti se nelle (7) e (8) si cambia y in x , le due equazioni am- 
metteranno le stesse m radici ( n" prcc. ). Or dividendo il polinomio 

/*x'“ -f- -I- .... -t- 7’ per x” 4- FiX”*-' -t- -f P„ ■> si“ il 

quoziente e />x”“* -f- yx"*~* .... ri” il resto. Si avrà Tidentità 

Px'=-\-Qx^~ ' 4- .=(x”-t-^ix’"- '-r-y.r"'-*-H..-f-ix-t-/. 
Mettendo successivamente per x le m radici f y... /, il primo mem- 
bro diviene sempre U , c il termine moltiplicalo per U si riduce a zero ; 
quindi r equazione 

V=px"-' 4-ya’"-* 4- .... -+-sx4- < 
che òdi grado m — 1 sarebbe soddisfatta da m valori diversi, il che 
ò assurdo. Perciò il resto sarà indipendente da x; cioè si avrà p=0, 
7 = 0 c 

L' = f, 
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e «iccome il dividendo e il divisore non contengono f, t neppure con- 
terrà y. D’altronde si vede che è indiilerente nel dividendo e nel di- 
visore lasciare / o mettere x. ^ 

802. Facendo uso del teorema precedente potrebbesi facilmente dalla 
seconda delle equasioni (2) eliminare / per mezzo delie due prime ; e 
cosi di seguito. Ma questa eliminazione può farsi mollo facilmente in 
altro modo. 

Si supponga che sia stala fatta questa eliminazione , e che ordinala 
la prima delle (2) rispetto u / , e delle altre risultate dalla eliminazione 
ordinata la prima rispetto a X: , la seconda rispetto a i, ec. la penulti- 
ma rispetto ad, I' ultima rispetto ad a , si siono ottenute le seguenti 
equazioni : 

/-f- X, = 0 , 
k' yf.d -t- /f, = 0 , 

I* -h /i«* -t- /,l -1- /, = 0 , 

c"-» . . . . 4 - s=0, (9> 


d»-* -+- 5,d"-* -t- if.d»-* -t- -i- = 0 , 


Il coelficienle Li non conterrà /, e sarà espresso per mezzo di a, d,c,.. .d 
e jii\ le JiC della seconda equazione non coiiterrauno nè d; , /, e sa- 
ranno espri‘sse per mezzo delle a, d, c yii , le / non conter- 
ranno nb i nè k aè t , e insieme con le lettere che precedono i con- 
terranno i tre coefficienti , A, ; cosi continuando a ragionare 

si riconoscerà che i coefficienti B della penultima sono espressi per mezzo 
della sola a e de’ coefficienti jii , A^. . . .A,^i dell'equazione data; e 
1’ ultima sarà identica all’ equazione data allorché si cambia x in a , 
siccome già si sapeva ( n° 372). 

Or se si divide il primo membro dell’ equazione data per x — a, il re- 
ato sarà zero e il quoziente sarà espresso per mezzo di a o di , A^ . . 
A,_i , ed eguagliato a toro avrà per radici d, c...k, l. Ma se nella 
penultima delle (9) si cambia d in x si avrà un’equazione la quale avrà 
TOr radici d , e .. k, l e sarà composta delle quantità a. Ai ,A,. . 

Perciò il primo membro di questa equazione sarà identicamente lo stesso 
del quoziente dell' equazione data divisa per x — a. ' 

Dividendo nuovamente questo quoziente per x— d ed eguagliandolo 
a zero, si avrà un’equazione che ha per radici c, / e di cui 

i coefficienti conterranno le quantità o, b , Ai, A^ . . . A,^, ; c perciò 
sarà identica alia penultima delie (9) dopo avervi cambiato c in x. Cosi 
continuando a ragionare si conosce che per ottener lo equazioni (9) basta 
scriver l’equazione data, poi dividere il suo primo membro per x — a, 
poi il quoziente per x — d, poi il secondo quoziente per x — c, ec; 
in seguito eguagliare a zero tutti questi quozienti ; 1’ equazione data , c 
questi quozienti eguagliati a zero formerauuo m equazioni , dallo quali 
si ricavano le (9) scrivendo a in vece di .r nella prima, d in vece di x 
nella seconda , c in vece d'x nella terza , ce., / in vece d’x uell’ullima. 
£’/. di Alg. 40 
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Trovate le equazioni (9), per eliminare le a, b,... l dalla funzione 
U bnsia ordinarla rispetto a / e dividerla per la prima delle (9) ; poi 
ordinare il resto rispetto aie divederlo per i* -t- Aii-t - , ordinare 
il resto rispetto aie dividere per i, -t-/,i cosi continuan- 
do l'ultimo resto nel quale saranno scomparse tutte le quantità a, 6, 
c ... k , l sarà il valore della funzione U. 

503. Per applicazione, sieno a,b,c le radici dell’ equazione 

.T* -+- yi, = 0 ; 

e sia 

U= b'c -i- ic* + c’« -+- Cfl’ -l- rt’d -H ai’ . 

Le equazioni (9) diverranno 

e-t-i-+-a = 0, 
i* “4“ ob -t- = 0 , 

A ^a-\- A, = 0 . 

Ordinando U rispetto a c si avr.\ 

(rt -+■ 6)c‘ ■+■ (a’ - 4 - i')e -l- c’i -t- ai* ; 

e diviso per c -4- i -I- a si ha per resto 3a’i -1- Sai* , che diviso per 
i* -4- ai -t- a* -4- dà per resto — 3a^ — SA^a. Finalmente dividen- 
do quest'ultimo resto per -ì- A -j- A ^ , si ha 

U=iA,. 

Qualche volta avviene che il resto indipendente da x si presenti pri- 
ma che sieno esauriti tutti i divisori. Questa circostanza rende l'opera- 
zioue più breve. 

’óOi. Si è finora supposto che le radici fossero tutte disuguali. Ma 
In forinole che se ne sono dedotte sussisteranno anche quando l’ equa- 
zione avesse radici eguali. In fatti chiamando f/„ >1 valore di f/ espres- 
so per mezzo dei coellirienti , la forinola f/’ = f/„ sarà esatta finché le 
radici a,6,c...i sono disuguali per quanto piccola esser possa la diife- 
renza. Or se sì sup)>ono che i coellicienli A, , y/, , cc. variino per gradi 
piccolissimi in modo che la loro variazione tenda n render nulle alcuno 
delle nifTerciize a — 6 , a — c, ec. fra le radici , la formala U=U„ con- 
tinuerà ad aver luogo per quanto prossime al limite zero esser possano 
queste dilferenze. Dunque avrà luogo anche nel limite ( n” ) 03 ). 

505. Le funzioni simmetriche si applicano utilmente nelle trasforma- 
zioni delle equazioni . 

Per darne un esempio , sieno a, /z, c le radici dell' equazione 
ir’ y/ii* -4- A^.r + A, = 0 ; 

0 si voglia trasformar questa equazione in un' altra le cui radici sieno 
u‘ , , c*. Happresentando iicr 

^3 4- //,y* _4_ -4- //, = 0 
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la trasformala , sarà 

B,= — c’) , 2?, == a'b* + a’c* ■+■ b'c* , — a'b'c*. 

Le B essendo funzioni simmetriche delle radici a,b, e si potranno de- 
terminare per mezzo de’ coefEcienli dell' equazione data. 

Le equazioni (9) nel caso attuale sono 

c -irb~i-a-^yit=0, 

^*-+-(o-+-y2,)i -Ho* -H./^,o -H^, = 0 , 

fl^-H y/iO* -H -H >2 j =0. 

Operando secondo la regola prescritta si trova 

—B, =c*-Hà“-Ha’=2à’-H2(o-;-^'/,)i-H2o*-t-2y2,o-Hy2,»=y/i» — 

2f, = (a*-H^’)c*-|-a*à*=(o*-Hà*)(o-HÌ-l-.<2,)*-Ho*à* 

:= 2./2|0^— H2//f*0*-H2.^iy220-H.^2*^^a* j j 

—B, = a'b*c*=J,*. 

Per conseguenza la trasformata richiesta sarà 

yS— (.//,*— 2y/.)y«-H(/f.*— 2^.^, )y—y2.* = 0. 

Applicando questa formolo all’ equazione particolare 
— 5x* -H 2x — 3=0 , 

si ha la trasformata 

yS — 21^* — 26^^ — 9 = 0 , 

la quale avrà per radici i quadrati delle radici della prima equazione. 

506. Non mancano de’ casi ne’ quali il calcolo resta abbreviato per 
mezzo di particolari considerazioni desunte dalla natura stessa della tras- 
formazione da eseguirsi. Sicno a, b, e, dìo radici dell'equazione 

x^-\~ A,x -^A^=Q , (IO) 

e si voglia l’equazione che ha per radici la somma di due delle radici 
a , b , e , d. Siccome quattro lettere si possono riunire a due a duo 
in sei modi diversi , l’equazione che si cerca sarà di sesto grado. Ma 
essendo 

fi — H b -H c -f- d = 0 j (H) 

sarà 

a+b = — (c-nrf) > (a-+-c) = — (à+</) , o-i-d = — (^c) ; 

e lo radici della trasformata saranno a due a due eguali e di segno 
contrario , c perciò avrà la forma 

y6 -ir B.yi -jr B^* B, ss 0, 
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Cliiamatido « , — « , ^ ^ — y le sei radici , sari 

if. = — (a+c)* — (a-H/)* 

=2^. , 

= »*|3* ■+■ «»y* »*«• 

= (a-t-d)»(a-f-c)*-H(a-»-i)»(d-H;)*-4-(a-+-c)»(4-i-e)« 

■a — 4a(i*-4-ad*-H»*^-l-A^i) + ><,• 

= 4a^H-4a*>^,+4ay^,-|-y#,* 

i?, = — ««^«yars: — [(o-i-^)(a+c)(i+e)]* 

*= — ( 0 H-i)(a*-|-i*-+-^,) a a * ; 
e la Irasfomiata sarà 

(^‘ 4^ Jy‘— .rf* . - 0 

la quale coincide coll* equazione (12) del n" 49 1 , siccome doTCTa esce- 
re (*). 



(‘) Per altre formole delle funtiooi simmetriche , e per le estese applicazioni 
rni danno luogo, non che per la teorica delle trasrormazioni, si vegga il Trattato 
di Algebra ii* 617 e seg.. 649 e seguenti, 661 e seg. 
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wrrsTnnmrs TmirsyyinrgTgTgTrrgyTtrsT^rgT^ e b c thì 


PARTE TERZA. 


DELLE SERIE. 


NOZIONI PRELIMINABI. 


S07. Dicesi tene un aggregato di termini che procedono con legge 
determinata. 

Sieno rappresentati per 

«o. (1) 

i diversi termini di una serie data ; e sia 


«. = <P(«) (2) 

una funzione d’a; tale che dando ad x i valori 0, l,2,3,4...n 
ne risultino i termini della serie ( 1 ) ; Uj ovvero ^(x) rappresenterà il 
termine generale della serie. 

Sia t^ la somma de’ primi n termini della serie (1) ; se questa somma 
converge a misura che cresce n verso un limile fisso a , la serie è con* 
vergente ed a n’ è la somma ; al contrario se a, non converge verso 
un limite fisso , la serie è divergente e non avrà somma. Per es. nelle 
progressioni per quoziente, è il termine generale ( n° 262), 

la somma de’ primi n termini ( n® 266 ) , ^ la somma di 


tutta la serie quando 7 < 1 ( n° 278 ). 


1—9 


SOS. Allorché le funzioni fratte irrazionali o trascendenti si vogliono 
esprimere secondo la forma delle intere , conviene , perciò solo che non 
sono intere, che il numero de’ termini sia infinito. Sviluppare le fun- 
zioni in serie altro non significa che dare a queste funzioni la forma 
di un polinomio ordinato secondo le potenze della variabile. La qual 
forma serve non solamente a far meglio conoscer la natura delle fun- 
zioni , ma ancora a darne con maggior prontezza e facilità un valore 
approssimato. A conseguir però quest’ oggetto conviene che la legge dei 
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lerminl sia delerniinala sì che la serie possa prolungarsi all' infinito ; e 
(lippiù conviene che la serie sia convergente , aflinchè con la somma 
de’ soli primi termini si abbia ini valore approssimato della funzione 
da cui deriva. 

Una serie divergente non può rappresentare una funzione , imper- 
ciocché r eguaglianza tra la funzione e la serie tanto meno si verifi- 
cherebbe quanto più si protraesse la serie. 

1)09. Le ricerche principali relative alle serie riduconsi alle seguenti; 
r lliconoscere se una serie daU è convergente ; 2" Data una fun- 
zione svilupparla in serie ; 3" Data una serio trovarne il termine gene- 
rale, e la somma. 

Kon potendo abbracciar questo soggetto in tutta l’ estensione , si trat- 
terà qui delle cose di un uso più frequente , e la cui conoscenza rie- 
sce più necessaria per l’ intelligenza dello altre parti delle scienze ma- 
tematiche (*). 



(•) Per maggiori sviluppi su questa importantissima parte , la quale forma 
r introduzione al Calcolo differenziale . si vegga la parte seconda e quinta del trat- 
tato di .Mgebra. 
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CAPO l 

BE’ CARATTERI CHE ASSICURANO LA CONVERGENZA 
DELLE SERIE. 


SIO. Rappresenti 

«o> “•>«•) «J )••••“. (1) 

lina serie qualunque. Se questa è convergente conviene clic la somma 
3^ dei suoi primi n termini converga verso un limile fisso i ; la qual 
condizione esige die la somma dei termini riinaiiculi possa divenir mi- 
nore di qualsivoglia quantità data* 

Parrelilie a prima vista die ad assicurar la convergenza della serie 
bastasse die i termini andassero diminuendo. Ma questa condizione non 
basta dio per le sole serie i cui termini fossero alternativamente posi- 
tivi e negativi. In elfetti se si ha la serie 

W„ > — «I ) » — «li d-W* 

c si rappresenti |>er + r, la somma di lutti i termini che seguono ir, , 
sarà 

d; r„ = «n -r 1 — t'fi -, a -H Wn -I- 3 — t'n -t- z -H CC . 

Questo secondo membro si può metter sotto 1' una o 1’ altra delle duo 
forme seguenti : 

— (“m-a— j)— («1.4-1— «A-i-s) — ec. (2) 

±fn= («IH- 1— M»-1- a )-+-(«» -(-• — «„-4 -i)-1-(Ma-+.,— Ka-vo )d-ec. (3) 

Ora, per l’ ipotesi che i termini vadano diminuendo, tutte le quantità 
Ira parentesi in (2) e in (3) sono positive ; perciò il valor numerico di 
sarà compreso tra • 

«A-l-i > cd t/n-f - 1 ~~ u«-i-a ; 

le quali quantità possono diminuire indeCnilamente. 

Per c$. nella serie 



la somma de’ termini che seguono il termine u‘""° è sempre compresa 
Ira e -, quantità che decrescono a misura clic cresce «. 

II-4Ì 114-1 11-1-2 * 


SII. La suddetta condiziono non è sufficiente quando i termini son 
tulli positivi. In l'irclli se in vece della serie precedente si prende l'altra 


1 , 



1 1 
Il ’ ii-i 1 


cc. 


w 
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si vedrà che questa serie è divergente , perchè la somma de' secondi n 

termini , da sino ^ , è maggiore del prodotto nx ^ > 

dunque non diminuisce con n, condizione necessaria per la convergenza 
(n- 510). 


512. Per istahilire le condizioni dalle quali dipende la convergenza 
di una serie che ha lutti ì termini positivi , gioverà paragonarla ad 
un'altra serie di cui già si conosca la convergenza. Cosi sia 

«1 . , «, , . ««-+-• . «i»+t , ec. (1) 

una serie che ha tutti i termini positivi , e 

»„> , ». » ».. »n+. , ». + ., ec. (5) 

un’altra serie convergente già nota; è chiaro che la (1) sarà conver* 
gente se partendo da un certo termine u, , tutt’ i termini della serie (1) 
si conservano costantemeute minori dei corrispondenti termini della (3). 

Si prenda in primo luogo per serie di paragone una progressione per 
quoziente 

. y* > 7* — y" . . y"'’’*. • • • (6) 

la quale ò convergente quando ^<1. Ora se si ha costantemente 

“.<y" . «n+. <y"^‘, M.-t-. <y*^ , cc. (7) 

a più forte ragione la serie (1) sarà convergente. 

I 

51S. Le condizioni (7) saranno tulle adempiute se l’espressione (u,) ” 
converge a misura che cresce n verso un limite k minore di 1. In 
effetti si puh allora supporre che g sia una quantità compresa tra 1 e à ; 

I 

e OO" dovendo avvicinarsi a A , dovrà necessariamente finire col dare 

I 

valori costantemente inferiori a ^ ; e da («,)"<C7 risulta u,<iq’. 

Le condizioni (7) saranno a più forte ragione verificaie se hanno 
luogo le seguenti : 

w. <y'j «»-(-»<y«. . + ec.; 

c quindi la serie sarà convergente , se il rapporto -^^converge verso 

un limile minore di I. 

Sia per es. la serie 

1 ± _L * 1 .ox 

’ 1 ’ 1.2 ’ 1.2.3 1.2.3 n ’ 

sarà 

1.2.3 n 1 

u, 1.2.3 n(n-t-l) n-4- 1 ’ 

la quale espressione diviene eguale a zero quando n = oc , c perciò la 
serie è convergente. 

Si dimostrerebbe facilmente che se il limite di una delle due espres- 

I 

sioiii («„)" , fosso maggiore di 1 , la sorte sarebbe necessariamente 
divergente. 
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Ma se questo limile fosse uguale a 1 , bisogna ricorrere ad altri cri- 
lei'ì per assicurarsi della convergenza della serie. 

Infatti la serie (4) dà * ' ■ = = , il cui limite è I, 

U, (I i . 1 ’ . ’ 

Ih 

n 

c In serie è divergente ( n" prcc. ). Al contrario la serie 


dà 


^ * 2'" ^ ^ a*** ) * * 

v,^, n" 1 



I 1 

IF" ’ ( n + I )“ 


ec. 


( 0 ) 


espressione che per tutti i valori 


finiti di m ha pnrc per limite I. Intanto la serie (9) è convergente 
quando m > I , perchè allora la somma de’ secondi n termini è minoro 

di II. — ^ — ■ , la quale espressione diminuisce rapi- 

V ^ fi/ 

damente a misura che cresce n. 


514. Sommando un certo numero di termini della serie (1), c scri- 
vendo questa somma sotto la forma 

i-l-« -!-• --i-Ul: ) 

cc. (IO) 

sì vedrà che quando i termini della serie vanno diminuendo , I' espres- 
sione (IO) è minore di 

w„ -I- 2«, 4- 4u, -t- 8w, -t- 10(f,5 -h ec. (Il) 

Se dunque la (11) è convergente, sarà tale anche la (I). 

La serie (11) applicata alla (9) dà 

1 t I 

^ » 2'"** ’ 4'"-i ’ s«-i > 

la quale è una progressione per quoziente, convergente quando m>l; 
|)crció la serie (9) sarà anche convergente per tutti i valori di m mag- 
giori di 1 , come già si era detto ( n“ prec. ). 


513. Prendendo la serie (9) per paragonarla con la (I), si ricave- 
rà che la (I) sarà convergente, se partendo da un certo valore di n, 
si troverà sempre 


«la cui 

ffin 



m. 


I. 

Da ciò si ricava che se il rapporto _ 
cresce «, verso un limile A> I , la 


^ “* ^ converge , a misura che 
I « 

serie (I) sarà convergente. Infatti 


supponendo ni compreso Ira /rei, siccome i valori die dà 



LI lì' J’j. 


41 
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si debbono avvicinare ad /j , debbono finire con 1' esser coslanlcmcnlc 
maf^giori di m. 

Sia per es. la serie 

^’T’T’T» 


Si avrà 


a — ; = ; = I H : ; la 

l.n l.n l.n 


quale espres» 


si ODO ha per limite 1 ; perciò la serie (12) è divergente. 


SI 6. Si consideri ora la serie 

a„, a,x, a,x*, a,x* o,x" , cc. (IS) 

ordinata secondo le potenze intere e ascendenti d’x; nella quale i coef- 
ficienti a, , ai , a. formano una serie di quantità costanti. Sia k 


il limite verso il quale converge (a,)" o pure 


Ofl- 


sarà kx il li- 




mite verso il quale tende l’espressione {ajc’y o pure — 

Perciò la (13) sarà convergente se si ha Xx<^l , cioè se x ha un va- 
lore numerico minore di • 
k 


Sia la serie 
^ ’ — Ti — ^ *' 


m^m — l)(m — n-Ht) 


x' -1- OC. (14) 


m^H 

Si avra = 

a. n~tz^ 



Il valor numerico di questa 

i-f--!- 

ri 


espressione ha per limite 1 ; perciò la serie (12) è convergente per 
tutt' i valori d’ x compresi tra — 1 e 1 . 

Similmente procedendo per le due serie 


a: a: 

’ T’ Ta" ’ 1.2.3 


1.2...n 


cc. 


(15) 

(16) 


1, l.x, 1.2.X* 1.2.S.XS 1.2.3 nx’, cc. 

so troverà che la prima è sempre convergente , la seconda sempre di- 
vergente. 

Si vede da ciò , che delle serie ove entra una qua nlità variabile al- 
cune son convergenti solo pe' valori della variabile compresi tra dati 
limiti, altre son sempre convergenti, ed altre sempre divergenti. 


517. Per conoscere il grado di approssimazione che si ottiene som- 
mando i termini di una serio convergente , è necessario trovare tra 
quali limiti c compresa la somma de’ termini trascurati. 

Se la serie ha i termini allcrnativamciiln |>ositivi c negativi , richia- 
mando le considerazioni fatte al u^SlO, si conoscerà che r, è scuiprc 
compreso fra |/„ c | i — !<« )»• 
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Se poi la serie ha lutti i tcmmi positivi , non si possono altrimenti 
trovare due numeri fra’ quali è compresa la somma de’ termini del resto, 
che paragonando questa serie , a cominciar dal termine n"”*, a due aU 
tre che si sappiano sommare , e delle quali una abbia i termini costan- 
temente maggiori della proposta, l’altra minori. In questo caso il resto 
sarà compreso fra queste due somme. 

Per esempio se JV rappresenti il termine n.’"” della serie (14) e sia 
n>m+l , i valori numerici de’ termini della serie, a partire da 
saranno 

<■/) 

i quali ad eccetione del primo saranno maggiori de’ corrispondenti termini 
della progressione 

. ... 0 .) 

0 minori di quelli della progressione 

N,Nx,Nx‘,ec. (19) 

Le due progressioni (18) e (19) sono convergenti , per ciò che x è per 
ipotesi minore di 1 ( n° prec. ) ; ed hanno per somme rispettive 

N _JV_. 

m-t-l \ ’ 1 — X ’ 

-—y 

quindi il resto della serie sarà sempre compreso fra queste due quantità. 

Conosciuti i due limili fra i quali la somma de’ termini trascurati ò 
compresa, l’errore che risulta dall’ arrestar la serie a quel dato termine 
sarà minore della differenza de’ limiti. Così nel caso precedente l’ errore 
suddetto sarà minore di 

fi .y N 

1—* I ^1 ~ (t— 

SIS. Le serie essendo tanto più utili , quanto più rapida è la con- 
vergenza , bisogna in una serie procurare tutte quelle trasformazioni che 
tendono ad aumentare la convergenza. 



— -«©sgcBssiOc»— 
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CAPO II. 


SVILUPPO LELLE rUNZIONl BUTOMIE , ESPONENZIALI, 

E LOGARITMICHE. 

» 

A UT, I. 

Metodo de' coejjicicnti indeterminati. 

519. Prr isviliippnrp le Tiinzioni in serie si è faUo grandissimo uso 
di un metodo detto de’ coejjìcienti indeterminati. Esso consiste nel sii|>- 
])orrn clic la funzione da svilupparsi aver debba la forma di un poli- 
nomio ordinato secondo le potenze della variabile ; c nel cercare nella 
natura della funzione le condizioni per determinare i cocflicicuti delle 
diverse potenze della variabile. 

Sia J{x) la funzione da svilupparsi. Si supporrà 

J{x) = j4 Hx Cx* D.t' ec. (I) 

dove À. li, fi, D, ec. sono coefficienti da determinarsi , indipendenti 
da X. Suppongasi clic una trasformazione eseguita in Jix) abbia data 
un’altra funzione d'a* rappresentata da <p(n') ; e che una trasformazio- 
ne simile operata sulla serie permetta di presentar questa sotto diverse 
f.>rine ; sicché si abbia 

<p(dt) = A' -h B'x + C'x» -t- />'x ’ -h cc. (2) 

if(x) = A"~i- C"x+ C" x*-ì-D"x'- 4- cc. (3) * 

essendo A', B' , cc., A", B" , ec. composti de’ coefficienti A, B, C, cc. 
e di quantità costanti. I secondi membri delle (2) c (3) non dovendo 
differire clic nella forma , si avrà 

A'-i-B'x-^C'x*-i-D'x'-ì- cc. = A"-\-B"x-j-C"x*+D"x’-i- cc. (4) 

Siccome l’equazione (1) non potrebbe aver luogo se la serio non 
fosse convergente, perciò dovrà verificarsi per piccolissimi valori d’x. 
La supposizione x = 0 nella (4) darà prima A' = A" , poi B' = B", 
cioè avranno luogo le equazioni 

A' = A" , B' = B" , C> = C" , cc. ; (5) 

c queste equazioni serviranno per determinare A, B, C, D, ec. Se al- 
cuno de' coefficienti rimanesse indeterminato, bisogna determinarlo die- 
tro altre condizioni ricavate dalla natura stessa della funzione. 

520. Questo metodo, sebbene indiretto a per molti versi inesatto, è 
stato fecondo di belli risiiltamenli. Kd in fatti riesce in molti casi pre- 
zioso , perchè dà prontamente la richiesta serie , e svela la legge di di- 
pendenza de’ coefficienti , la cui conoscenza è necessaria per deierniinare 
la natura della serie. E quantunque sembri che per poterne far uso con 
sicurezza conviene che si conosca da prima la forma che deve avere lo 
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sviluppo; pure, quando si vuole che lo sviluppo sia secondo le potenzi! 
intere ed ascendenti della variabile , bastano ordinariamente pochi cri- 
teri per giudicare della Torma della serie , nè rimane che a fissare i 
caratteri della eonvergenza. Quando non si può determinare da princi- 
pio la forma della serie , convien supporre incogniti non solo i coefli- 
cicnti , ma anche gli esponenti della variabile. 

Si comprenderà ancor meglio lo spirilo di questo metodo con la fre- 
quente applicaiione che se ne andrà facendo. 

ART. II. 

Formala del binomio di Newton per un qualunque esponente reale. 


■+■ -^ 1 , col fare — = 5 , si ha 
a / a 

(a-t- u)* = a*(l -+-a)'. Quindi lo sviluppo di (a-J-w)* può riportarsi a 
quello del binomio più semplice (1-f-s)*. 

Allorché x è un numero intero c positivo , si è (rovaio (n° 226 ) 


521. Essendo o-|-u= a ^1 




Q , 3!(J— 1)(J— 2) _ j 
1.2 “ 1 . 2.3 “ 


ec. 


(«) 


Trattasi ora di dimostrare che questa formola sussiste anche quando x 
è una qualunque quantità reale. 


522. Siccome (l-t-s)* diviene I quando s = 0, si potrà fare 

(l-t-=)'=l-f-ft‘. (2) 

E se /i rappresenta il più piccolo esponente di s contenuto in Pz' , P 
sarà un polinomio che conterrà potensc positive di z e dippiù un ter- 
mine indipendente da z ; cioè P sarà una funzione d’a: e di z che non 
diverrà nè zero né Infiiiila allorché a=0. 

Dovendo la (2) convenire a tutti i casi , se si fa o:=l , si ha /<sl; 
c perciò la (2) diverrà 

{l-ì-zY = l-i-Pz. (S) 

Sia <p(j:) il termine indipendente da z contenuto in Z’ , e si faccia 
/* = <p(ar) -+- (>z‘, essendo z* la più alla potenza di z che possa divider 
P—f{x). Sarà quindi 

(1 -t-z)* = 1 -t- <f(x).z4- (?z‘-*-'. (4) 

E dovendo la (4) abbracciare tutti i casi, l’ ipotesi x =2 , dà i= 1 ; c 
perciò 

(I -t- z)* = 1 -H <p(x).z -+- Qz*. 

Similmente chiamando yZ, la parte che in Q é indipendente da z , 
si farà Q= Rz. Ripetendo i medesimi ragionamenti e adottando 

una notazione uniforme, si vedrà che lo sviluppo richiesto, afCnché ab- 
bracci tutti i casi , deve aver la forma 

(1 “t~ z) ^ 1 — t- Z -4- y/,Z*.-+-y/j Z^ -f- CC (j) 

Si determini in primo luogo ®(x). 


Digilized by Google 



323. Essendo 


( 32G ) 


(• i" *)’ = 1 <p(^)-s ■+■ ec. , (C) 

sarà anche 

(I -4-s/= l-+-?(y).s4- ec. (7) 

(1 + 5)"'^-'' = 1-H <p(® •+■ y).z -h ec. (8) 

Moltiplicando per ordine le (6) e (7), sarà 

(1 + z)’(l -tzy=l-h [<p(x) -4- 9 (y)]s -h oc. (9) 

Ma i primi membri delle (8) c (9) sono identici ( 0 ° 107), saranno tali 
audio i secondi; e perciò sarà 

<p(x) (f (y ) = <p(x + y) . (10) 


Questa equazione , che contiene una proprietà caratteristica della fun* 
zione (p , serve a determinarla. 

Scrivendo y + u in vece d’y, e poi in vece di u, ec. , si 

avrà 

«p(x)-l- 9 (y)+<p(K)-l-<(>(t;)-t- ec. &s(p(x-l-y-4-«-*-r-l- ec.) (11) 

Facendo x = y = u = p=ec. = a, e indicando per m il loto numero, 
r equazione precedente si cambia in 

m9(a) = <p(ma). 

Poi facendo ma = nb, si ha 

~ ’ 

e rimettendo per b il suo valore , risulta 

Sieno ^ , ec. delle frazioni che convergono verso una 

quantità irrazionale p‘, siccome la (12) sussiste per tutti i valori pre- 
cedenti , sarà anche nel limite 

<p 0 w) =/Kp(a)- 


Da questa, fatto /> = 0 , si ha <p(0)e=0; e poi fatto in(10)x=/>n, 
y = — />« , risulta 

'ripa) ■+■ fi—pa) = 0 , 

ovvero 


<fi—po) = — fipa) = - pf{a). 
Dunque per tutti i valori reali d' x si avrà 
/ <p(ox) = x<f(a) ; 

c prendendo a = 1 

o(x) = .r(p(l). 

Perciò sarà 

(I -i-r)’= 1 i-jcp(l).; 4 . CC. 


(13) 
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Questa eguaglianza dovendo verificarsi per qualunque valore d' x , fallo 
X s 1 , si ha 

1 -t- s = 1 -t- 

d’onde <f(l)=l ; e in fine 

s)* ^ I -f- xz -i- ee. 

Rimane cosi dimostrato che per un qualunque esponente reale , il coef- 
ficiente del secondo termine è sempre uguale all’esponente. 


524, Si avrà perciò 

( l-l- a)* ^ 1 ■+- ìts “t“ /^4 s 4 , -f- “t" .... (15) 

Se in questa formola si scrive s + u in vece di s , si avrà 

(I-Hs-I-m)* = l-|-x(s-4-tt)-4-.^i(s-l-w)*-t-..., (16) 

Ora essendo (1 -l-z -t- «)' = (1 -t- «)* 

= (1 -e- «)* [l -Hx. ^ ec. ] , 
sarà in fine 

(l-+-z-t-u)'=( I-+-«)’4-x( 1 -4-tt)*- ( 1 -+-u)*-«a*-4-// , ( 1 -t-«)*- ’a* 

-H... (17) 

Sviluppando i binomi contenuti ne’ secondi membri delle (16) c (17) c 
ordinando rispetto a u , debbono aversi due polinomi identici. Ora de- 
gli sviluppi de' binomi contenuti nella (17) si conoscono i soli primi due 
termini e questi sono sufficienti per determinare i coefficienti A,, A, , ec. 

Il primo termine , potendosi ottenere col supporre u = 0 , è uguale 
necessariamente al secondo membro della (15) ; e perciò sarà lo stesso 
nella (16) e nella (17). U secondo termine della (16) si trova facilmen- 
te essere 


(x-h2^,a-+-3^,a*-+- iA^z ^-+- .... -H nA,z’'~^ -t- )« (18) 

e il secondo termine della (17) , ricordandosi che in ciascun binomio 
il coefficiente è uguale all’ esponente , sarà 

(x-+-x(x — l)z-i-A^{x—2)z*-+-A^(x — S)a’-t-. -4-//,-i(x — «-t-l)a"- '..)«.( 19) 

Le due espressioni (18) e (19) dovendo essere identiche per qualunque 
valore di a , si avrà 

2A, = x(x — 1) , ìA , =a A,(x — 2) , iA^ = A,{x — 3) ,.... 


dalle quali si ottiene 


A, 


x(x—t) 

~2~’ 



tiA„ = A,-,{x — n-t- 1). 


. A,=aA,-, 


X — n-r-1 


Queste formolo , e in particolare l’ ultima , fan conoscere che anche 
quando l’esponente è una quantità qualunque, il coefficiente di un ter- 
mine si forma del precedente con la stessa regola come quando l’espo- 
nente è intero c positivo ( n° 227 ). Perciò per qualunque valore reale 
d’ X , si avrà 


(l4-a)’'=l -jrxa- 


J(J— <) 
1.2 


x{x — I )(.r — 2 

mi 


cc. 


( 20 ) 
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523. Quando x non è numero intero e positivo, lo sviluppo di (1-f-s)' 
sarà composto di un numero inGnito di termini. Ora il secondo membro 
della (20) forma una serie che è convergente per lutl'i valori di = com- 
presi tra -t- 1 e — 1 (n° SIC), perciò il secondo membro della (20) 
non può rappresentare In sviluppo di (I +=)'' se non quando s ha un 
valor numerico minore di 1. 

Scrivendo nella (20) u in vece di s , si ha 

Wj t) 

(1 + w)* = I artt -t — u* -f- ec. 

moltiplicando per a' e facendo au = z, si ha 

(a-t-s)’ -H oc. (21) 

la quale è convergente quando ha un valore compreso tra + 1 c — I. 

52G. La formola del binomio, veriGcandosi quando l’ esponente è fra- 
7Ìonario , dà lo sviluppo in serie delle funzioni irrazionali ; e può es- 
sere utilmente adoperala per estrarre le radici dei numeri per appros- 
simazione. In fatti siax = -^, sarà 


1 Jl-j 

m II 


(«-+-;) =a -I — a sH — . a 

H H 2 


=»-(- — 


1 i ;_•! 

m fi II 


■ a s'-f-ec. 


ovvero 


ifitm. — ni ;* «i,m — niftn — 2/ii 

"t T — • — H — — -t- cc- i 

n.iii a* n.'ln.òit a’ \ 




m m 

(c-i-zy=a" jl 

/ n a 
E se si fa a = // , si avrà 

(y-hzf 

^ » p» n.in VpV ^ Il iii.Ji» \/<"/ y ’ 


La serie chiusa tra parentesi por tutti i valori di compresi tra 1 c 

— tè convergente , e tanto più quanto più grande è p’ rispetto a s. 
Dunque per applicare la forinola (22) all’estrazione delle radici per ap- 
prossimazione de’ numeri bisogna scomporre il numero dato in due parti, 
delle quali una sia potenza esalta del grado della radice c l’altra parte 
sia mollo minore della prima. 

Se m = 1 si ha 


(/> H-s; =/'j'+-7i 


I 11— I 

II ' 2fi 


I 

_ — I — 
l>'« Il 


n-1 ’ii— 1 
■ 2/1 ■ Un 


J,ÌK 


cc. ^ (23) 
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Si voglia per es. la radice quadrala di 2. Scomponendo 2 in 1 1, 

50 

si avrebbe una serio poco convergente. Ma posto 2= — , si ha 

2*= — .80* = -(7*-fi I)“. Per conseguenza, falle le debito sosti- 
5 5 

luzioni in (23) , risulterà 


6( ^2.7» 2.4.7* ■’"2.4.6.7» 


3.S 

’2.4.6.8.7* 


•CC. 


1 (2i) 


serie convergcnlissima ; ed i soli quattro primi termini danno 

ì/2 = =: 1,414213. 

^ 268912 1«***'^- 


327. Merita attenzione la forma dello sviluppo della funziono (1— s)"*, 
la quale dà 


(l-a)- ^ 1 ma -1- m. -h ec. (25) 

2S 1«2.3 


ART. 111. 

Sviluppo in terie delle funzioni esponenziali e logaritmiche. 

328. Se nella formola (20) del n° 324 si scrive *x in vece di s e- 
in vece d’ a; , si avrà 

(I+mt)* = 1 -H a; -h ~ X* -t- jS ^ eg. (,) 


Similmente scrivendo nella stessa formola ox iu vece di s , c in vc- 

XJC 

CC d’ X , si ottiene 


(1-^)” = 1 -M 4- (<-»^)(t-2ax) 


2.3 


Paragonando le due formolc (1) c (2) si ha 
(i -f 1 -t ~ -t- -4- CC. )' 


AY. di Alg. 


, I—* , , (t— Jl)(l — ìx'' - 

! 1 -t-x -t- "i* .. *4* ec. (3) 

i S‘0 


42 
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Il valore di ciascun membro della (3) è tanto più grande quanto più 
piccolo è a. Passando al limite, cioè facendo a = 0, risulta 

+ — -Hec. j =l-t-x + — -t--+ec. (4) 

La serie 


I -I- 1 -I- * + ^ 


2.3 1.2.3 


1. 2.3.4 


-t- ec. 


è convergente. Chiamando e la somma, e avrà un valore compreso tra 
2 e 3 , perchè la somma della serie 


■+ 




Calcolando i primi dodici termini di questa serie si trova per somma 
2,7182818 , che è la baso de’ logaritmi neperiani (n° 286). Si avrà 
perciò 

r ^ -r 4 * 


C 1 X - 


ar* 

-h 


- 4 - 


,1.2 2.3.4 1.2.3. i 

In questa formala messo i'x in vece d' x risulta 


-H ec. 


= 1 4- Ax • 


k*x" , k’x> 
’ 1.2 1.2.3 


4- ec. ; 


(5) 


(7) 


e poi facendo e* = o, e indicando per /' i logaritmi neperiani, si ha 
i = l'a; e perciò 

a = i -+- xVa •+- (l'o)* 4 - (l'o)S 4- ec. (7) 

E se i logaritmi si riferissero ad un altra base , si avrebbe 
* 1 . /I“\ I* /la\* x’ /lo\S 

“ -^rnVir) ■+- w 

S29. Se nella formola (8) si fa a=l4-s, si avrà 

(l4-=)‘ = 1 4- 

' ' le ^12 V I» / 12.3V le J 

Ma si ha ( n“ S24 ) 


■ec. 


(l+s)' = 1 4- a-s 4- ^ - z' 4- 


, , Jjx— l)(.r— 2) _ 


1.2.3 


s* +ec.; 


perciò si avrà 

Se in questa identità si mette x = 0 , si ottiene 

1(1 4- =) = le(s _ 4r ^ -1- ec. ). 

E se trattasi di logaritmi neperiani , si ha le = 1 ; e perciò 

I'(l 4 -s) = s--^ 


• 3 

T 


ec. 


(9) 

( 10 ) 
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SSO. La forinola (9) , non avendo luogo che quando s è compreso 
tra -HI e —1 (n“510), non potrebbe servire per dare i logaritmi de’numeri. 

m 

Ma se si fa 1 -t- s = \/p , si avrà 


lo = mie 




l/p— 1 (|/p— t)* 




(H) 


serio che dà tanto più prontamente il logaritmo di un numero qualun- 

m 

que/>, quanto più grande è m, giacché J/j» converge al crescer di m 
verso il limite 1 ( n“ 272 ). Per rendei* più facili le operazioni si pren- 
derà per m uno de’ numeri compresi nella serie 2, 4, 8, 16.... 2", 
perchè allora si tratterà di estrarre n volte di seguito la radice quadrata. 
Se si fa m negativo , si avrà , cambiati i segni , 


I;, = mie 1 1 - ^ - 4 ^ ec. I (12) 

La serie (11) avendo i termini co' segni alternati e la (12) avendoli 
tutti positivi, sarà (n” 510) 


I/> < mie (l/p— i) , l/»> mle/l ; (13) 

\ J 

e l’errore che si commette prendendo una qualunque di queste due es- 
pressioni per lo valore di \p sarà minore della loro dilTerenza ( n° 517 ), 
che è 


mie 




ovvero mie 



m 




531. Le operazioni che richiede la serie (II) riuscendo tanto più la- 
boriose quanto più grande è p , è stato necessario ricorrere ad altre 
-trasformazioni sulla serie primitiva , a fin di avere altre serie conver- 
genti che potessero più utilmente servire per dare i logaritmi de’ numeri. 

Nella serie (9) scrivendo — in vece di s , e osservando che 

1.^1 = 1 = l(s-H n) — In , si ottiene 

l(s4.n)=ln-+-le(-Ì-^-H-£r-:^-Hec.). (U) 

Facendo z=l , sarà 

serie tanto più convergente quanto più grande è « 
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Per arere una serie anche più convergente, si faccia 

da cui u = — Risulta 

2 n+* • 

K'J-i-s) — In = l(l-t-«) — 1(1— «). 

Ma si ha 




l-f-B 

1~> 


(16) 

(17) 


per conseguenza 

l._ = 2le(«+- + -4-ec. ). 

Messo per u il suo valore , si ha 

l(n-t-z) = In -t- 21e | ^ -H 1 7 ( 2 ^)* j ^ 

e fatto z = 1 , si ha 

l(n-tl) = In + 21e j + ec. j . 

serie assai più convergente della (IS). 


(18) 

(19) 

( 20 ) 


532. Se si fa n = 1 , e si considerano i logaritmi nel sistema ne- 
periano , si ha primieramente 

1 2 = 2(-j-l- — -t- — — 4- ec . 

I primi otto termini danno I'2 = 0,6931472. 

Essendo l'4 = 21'2 , si avrà 

i'5=a'2+s(|+3^+5^+».), 

di cui i soli primi tre termini danno l'5 = 1,6094379. 

E poiché l'io = l'S -h l'2 , si avrà l'10 = 2,3025851. Per conse- 
guenza le 0,4342945 , modulo del sistema de’ logaritmi ordi- 
nari (n® 286). , 


533. Se nelle formole (17) e (18) si fa «s= 1 , le = I, si hanno le 
due serie 


1+-5-- 

l-hy- 


1 ^ 1 


eguali all’ infinito. Questa conchiusionc , rispetto alla prima , 
con quanto si era detto al n" 511. 


coincide 
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CUPO 111 . 


SVILUPPO m SEaic delle fdaziori algebeiche. 

■a WD H 


58*. La sola formola del binomio baslerebbc per isviluppare le fun- 
zioni algebriche in serio convergente , ordinala secondo le potenze della 


variabile. In effetti si ba 
a 


a — X 


1 — - 


c-fr 


c pereto 


lo/ o o» a* 


• ec., 


il qual risultamento è identico a quello che si ottiene con la divisione. 

Ma siccome le frazioni algebriche danno origine ad una classe par- 
ticolare di serie , per isvilupparle ci varremo del metodo de’ coefficienti 
indeterminati , che oltre alla brevità ha il vantaggio di render più evi- 
dente la leggo di dipendenza fra i coefEcienti dello potenze della va- 
riabile. 

Si consideri in primo luogo la frazione più semplice , e si 

faccia 


: ■+• JiX -H A^x* -i- A,x^ rh cc. 


a' 

Moltiplicando entrambi i membri per a' -H ò'x , si ha 

a=ut'A„-i- {a'Ai-^b'A^x -h {a'A,-+ù'Ai)3^ -1- {a'A,-+^'A,)x^ -t- cc. 

d’onde (n® 519) 

a SS3 a'Ag , a' Al -+- 6tAg — 0 j a'A^ -t- ò'A i = 0 ; 

e in generale 

a'A.^6'A,., = 0, (l) 

la quale dà 

•«. — ■“ 1 

cioè il coefficiente di ogni termine , dal secondo in poi , ò uguale al 
precedente moltiplicato per — —j. 


Sia la frazione 


a+bx 


a'-hb'x+c'x^ 
n-t-bx 


; c si faccia 




=sAa~i- AiX ri- AgX* -jf A,x^ ri* cc. 
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Operando similmente si ottiene 

-H {a'A,-^'A^-^c'A,)x^ -+-ec. 

c quindi 

a'A^ — 0=0 , a! Ai-^b' Aa — i=0 , a'A^.^'Ai + c'A^ = 0 , 
c in generale 

a' A,-^ b' A„-, c' A„-t'=0 , (2) 

da cui 

A,= — ^A„-, — ^A.-,. 

" a' a' 

In questo caso ogni coefTicicnte , cominciando dal terzo , si forma dai 

b' e' 

due precedenti, moltiplicati rispettivamente per , 


Sviluppando con lo stesso metodo la frazione ■ 


a' a' 

a-hbx-^rx’ 


a'-t-b'x-i-c'x’‘-t-d'x‘ ’ 
troverà che i coelEcicnti , dal quarto in avanti , sono legati dalla re- 
lazione 

o'A„ -f- b'An-, -|- c'A„-\ -f- d'An-ì = 0. (3) 

In generale per la frazione 

o (>j: -4- fj"’ -t- 

a' -f- 6 ' j: - t-r'x“ -t- . . . . -t- /' ^ 
la legge di dipendenza de’ coefficienti , cominciando dal m '"’" , sarà 
data dall’ equazione 

o'A„ -+■ b'A„—i -t- c'A„-, .“h l'A,-m = 0. (5) 

Una serie clic procede secondo le potenze ascendenti della variabile 
e di più i coefficienti sono congiunti fra loro per mezzo di un’equazio- 
ne del primo grado , dicesi ricorrente , appunto perchè per ottenere un 
termine qualunque bisogna rieorrere ad un certo numero di termini 

li' 

precedenti. Le quantità costanti -, — — , ec., per le quali biso- 

gna moltiplicare i coefficienti precedenti per ottenere quello che si cerca, 
compongono la scala dì relazione. 

Dette serie si classificano in ordini secondo il numero de’ termini che 
costituiscono la scala di relazione. Sono del primo ordine quelle la cui 
scala di relazione costa di un sol termine , del secondo quelle nelle quali 
la scala di relazione ha due termini ; .c cosi di seguito. 

533. Osservando che la frazione (4) c l’ equazione (3) si possono met- 
ter sotto la forma 


— (a 4- dar -+- ex’ -f- . . . -t- X-x"*- •) 

' Ti P J) ’ 

1 H x-H x’-(- -U — x“ 

a' a’ u 

b' r> r 

A, -H Am-, •+■ ~ Am-, H -A,-m = 0 ì 
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si vede che, dala la scala di relaziono e i primi m termini delia serie, 
si può subito comporre la frazione generatrice. 

Per fissare le idee suppongasi che la serie abbia per scala di rela- 
zione — 13, Vi — il denominatore della frazione sarà 
J— Facendo 


— ;; — — = Ja -f- A,x A^X* ■+■ A,X^ ■+■ A^X* ->r ec. 

1 — ai-HfJx' — yif-t-Sx» 

e osservando che per la natura della serie deve aversi 
A^~ »Ap-, -t- pA„^, — vAn-ì + SAn-i , 

si troverà 


|x-l- A, 

a?" -+- , 

1 — xA 1 

— 


— y^o 


d' onde 


®=^o> ^=Ax — *A^,c=A^ — xAi+^A^, d=A, — xA^-^pAi — yA^^ 

perciò la frazione generatrice sarà 

A, -t- (Ai — %A.)x (y4, — -H ^.4 Jx“ -4- (A, — ’xA^ -4- |3.4, — yA, )x* 

1 — «X -4- ^x’ — yx’ -4- Sx‘ 


536. Si consideri una frazione della forma 
tità costante. Osservando che 

N j .... y 1 


.V 


; in cui N è quan- 


(x-A)" 




(-T)" 


Ix-A)" 


e scrivendo per brevità z in vece di , si conoscerà che lo sviluppo 


di una frazione della forma 
Ora si ha 


JV 

(X— A)" 


si riporta a quello di (I— s)”". 


(1— s)-”= I -t-OTS-t- 


mfm-4-l) 


- 5 *-+ 


mtirn-tKo-i-S) - 

— rn — * 


• ec. 


( 7 ) 


la quale serie ha per termine generale 

m^m - 4 - l)(ni - 4 - 2)...(m -4-n — t)^„ 

1.2.3 n ■ 

Facendo m = ì , = 2 , = 3 , oc. si hanno gli sviluppi delle espres- 
sioni 

(1-=)-, (1-;)-’, (1-=)'’, ce. 
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S37. Sono notabili le serie formate dai coelGcienti , le quali hanno 
per termine generale 

m[m -f- n — 1 ) 

1.2.3 n 

“ 1.2.3... .(m_l).1.2.3....it 

3)'— (n -t-»n — 1) I 
1.2.3 (m— 1) 

c fatto m—\, 2 , 3 , ec. si hanno le serie 

1,1, 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , ec. 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ec. 

1 , 3, 6, 10, 15, 21, 28, ec. (9) 

1 , 4, 10, 20, 35 , 55 , 85 , ec. 

1 , 5, 15 , 35 , 70, 125 , 210, ec. 

ec. 


le quali hanno per termini generali 

j n-H 1 (n-hl)(*n-2) (r»-Hl)(n-t-2)(n-t-3) 

’ 1 ’ Ti ’ 1.2.3 

(n-t- l)(n-i-2)(n-H3)(n -t-1) 

1.2.3.4 

Questo son dette le serie àfì numeri Jìguratì , nome attribuito da pri- 
ma ad alcune di esse per certe relazioni con le Ggure di geometria , 
esteso poscia alle altre , perchè considerate come appartenenti ad una 
stessa famiglia. La terza delle dette serie, cioè la serie 1 , 3, 6, IO, ec. 
chiamasi de’ numeri triangolari. 

La scala di relazione dipendendo dal denominatore , sarà evidentemente 
formata da’ coefficienti del binomio {x — a)*”. 


538. So nella serie (10) si scrive in vece di n nel secondo termino 
« — 1 , nel terzo n — 2 , nel quarto n — 3 , ec. , i termini suddetti di- 
verranno i coefficienti del binomio (x-f-o)". Per conseguenza scriven- 
do le serie (9) nel modo seguente: 


1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 

1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 

1 , 3 , 6 , 10 , 15 , 21 , 

1 , 4 , 10 , 20 , 35 , 

1 , 5 , 15 , 35 , 

1 , C , 21 , 
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si forma il Iridinolo aritmetico di Pascal , nel quale i numeri che 
compongono l'n.'"”'* colonna verticale sono i cocfllcicnli della potenza 
(a^ay-' , e le somme delle colonne verticali formano la progrcssiouo 

2", 2* , 2» , 2* 2—», 

539. Il primo termine delle serie de’ numeri figurati dati dall' espres- 
sione (8) corrisponde ad n = 0. Volendo che il primo termine corri- 
sponda all’ indice 1 , basta cambiare n in n — 1 ; e scritto anche per 
semplicità m-f-l io vece di m, l’espressione del termine generale di- 
verrà 

l)(n -t- 2)....(n -4- m — 1) 

*'* ■ 

540. Sia 

i( j -I- 1) (* -I- 2) (x -+- 3) . .. (j -4- m— 1 ) 

1.2.34. ...m 

Scrivendo a: -h 1 in vece d’ a; , si avrà 

(x-i-1)(x-4-2) (x- 4-3) ...(x-i-m) 


U.= 


01 ) 


( 12 ) 


«r-4-l = ■ 


1. 2.3.4.... m 


( 13 ) 


Dividendo 1' una per l’altra le espressioni (12) e (13) si ottiene 


tlj X 

u«4.s 


da Cui si ricava 

x{u,^, — W,)=IWM,. (là) 

Facendo in questa espressione successivamente x eguale a 1 ; 2 , 3 , 
cc. , si ha questa serie di eguaglianze : 


«, — «1 = mu^ , 
2u, — 2u, = mu, , 
3uj — 3u, =mu, , 


(n — 1)«, — (a — l)u„_, = m«._, , 


— ni/, = mu.. 

Sommando tutto queste eguaglianze, si ottiene 

nUiM-< — (m, -4-u,-f-n, -4- ... -1-M0 = »n(“i -H«'» -♦-••■-hiO (D>) 

E facendo s, s=n, -h n, -f- «, -t- ... -h «<, , 1’ equazione precedente darà 


Or dalla (13) si ricava «n+i = 


nun-ht 
m-i-1 ’ 

(n-i-11(n-4-2)(ii-4-;iì....;>t4-m) _ 
1.2.3....m ’ 


(16) 


(17) 


perciò 

«{ « -1- 1 ) (n 2)(nn- 3) . . (« -f- m) 

1.2.3.. ..(m-t-l) ■ 

Questa espressione dà la somma di n termini della serie de’ numeri fi- 
gurati dcirordine »j. Osservando attentamente il secondo membro si vc- 
El.diAlg. 43 
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^ , che esso rappresenta il lemiine, generale della serie dell' ordine 
Per cui ricavasi questa singolare proprietà de’ numeri fìgu> 
rati , che il termine generale della serie di un ordine qualunque è uguale 
alU somma di n termini della serie dell'ordine precedente. 


( 19 ) 


Sài. Con un metodo analogo al precedente si sommano anche le serie 
inverse de’ numeri figurati , cioè quelle il cui termine generale è 

x(x-i-l)(xH-2)....(i-t-m — 1)* ^ ' 

In cITetti scrivendo x-l-1 in vece d’ x , si ha 

l.2.3....m 

(x-t-l)lx+2)(x-t-3)...(x-i-m)’ 

quindi 

tnu,+f =s ati, — xu^i . 

Facendo successivamente xsail , 2 , S , n , e poi sommando , si 

ottiene 

. . .-I-M, — nuiH-i I 

d’ onde 

(m— , ■ 

cioè 

(w — l)(f, — — (m d- n)Bn-i ; 

e siccome u, = 1 , si ha in fine 

m), 


( 20 ) 


tn /. m-è-n 


cioè 




1.2.3....fm_l) 


Quando n a w , si ha 


(in-l)io-i-2)...(n-t-m— t) 




( 21 ) 


che è la somma delle dette serie. Dando ad tn i valori 2 , 3 , cc., si 
trova 

2 = H--H-5-t-- + cc. 


3 

2 ' 


. * 1 < . 


4,111 

SS 1 ^ gC 

:ì 5 15 35 

cc. 


Ma se si fa m =; 1 , si ha 

-111, m 

l-t-j-»-3-t-ì + ec. = j=oì 

siccome si sapeva (n” SU ). 
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849. Si consideri in parlieolare la serie de' numeri triangolari, il cui 
termine generale • Sa si prende la somma del termine n"“ e 

dei termine (n— 1)''*" di questa serie, si ha 

(w— t)n ^ n( n-t-l) , _ 


i.a 1.2 

cioè la somma di due termini consecutivi di detta serie è sempre un 
quadrato. Per conseguenia la somma di n termini e di n— 1 termini 
nella serie de’ numeri triangolari dà la somma di n quadrati. 

n(n-t-l) (2n-t-l) , 


_ ... n(n-4-l) (n.4-2ì (n — l)nf«-t-1) 

E poiché rr:: 1- “ 


1 . 2.3 1 . 2.3 

l-l-4-*-9-t-16-+-. .. -t-n*=s 


1 . 2.3 

n(n-t-l)(2n-i-l) 


1 . 2.3 


(25) 


845. Con le formolo precedenti si calcola il numero delle palle con- 
teoute nelle piramidi che si fanno ne’ parchi di artiglierìa. 

Se la piramide ha per base un triangolo , considerando ì diversi piani 
orixsontali che compongono la piramicTe , si vede che il piano superiore 
contiene una palla , il secondo strato ne contiene 5 , il terzo 6, ec. , 
cioè i termini della serie de’ numeri triangolari esprimono il numero 
delle palle contenute in ciascun piano orizzontale. Quindi la somma di 
n termini di questa serie rappresenterà il numero delle palle contenute 
nella piramide. E siccome il numero delle palle contenute in un lato 
della base é uguale al numero degli strati , perciò se questo numero 
è n, la somma sarà 

fi(n-f-l)(n-4-2) 

1 . 2 . 3 . 

Se la piramide non fosse intera , ed n' è il numero delle palle della 
base Supcriore , n' — 1 sarà il numero delle palle della base della pira- 
mide che manca ; c quindi il numero tolAle delle palle sarà 

n(n-t-l)(n-n2) — (n' — l)n'(n'-i-l) 

Til ^ ' 


Per es. se il lato della base inferiore ha 7 palle e il lato supcriore 
ne ha 3 , il numero delle palle della piramide tronca sarà 


7 . 8.9 — 2 . 3.4 
6 


= 80. 


844. Se la piramide ha per baso un quadralo , c il numero delle 
palle contenute nel lato della baso è n , il numero di tutte le palle sarà 
dato dalla formola (25) , cioè sarà 

^ n(fi-Hl){2/n- I) 

~ 2.3 

E se la piramide non fosse intera , ed n' è il numero delle palle 
della base superiore della piramide tronca , sarà 

„ n(n-i-l)(2ii-*-l) — {n' — l)n'(2n' — I) 

il ■ 


Per es. se il lato della base inferiore contiene 8 palle e il superiora 
„ . „ 8 . 0 . 17 - 4 . 5.9 

8, Sara N ss = 174. 
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813. Se le palle son disposte in modo che il cumulo abbia per base 
un rettangolo e termini superiormente in una linea , chiamando p il 
. numero dello palle contenute nella linea supcriore , e »» il numero dei 
piani oriuontali , il numero totale delle palle sarà 

= />(1+24-34-.. 

«i(nn-i) _ „ (m— l)ni(fn-i-l) fn(fn-t-l)(3p-(-2m— 2) 

“ 1.2.3 ^ 1.2.3 

Si osservi che m rappresenta ancora il numero delle palle contenute 
nel lato corto della base ; per conseguensa se n rappresenta il numero 
delle palle contenute nel lato lungo, sarà evidentemente />=« — m+1 . 
Sostituendo questo valore nella formola precedente si avrà 
,, m(m-i-l) (3n — m-4-1) 

, 2l 

Pcr-es. se le palle contenute ne’ lati della base sono 3 e 11 , cioè 
, 8.B.21» 

r;i=8 , usali, sarà N~ — g — = 143. 
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CAPO IV. 

METODO nfVEBSO DELLE SE&IE. 


846. Sia la variabile y espressa per meuo di una serie ordinata se- 
condo le potenze d’ x ; si dimanda di esprimere x in una serie ordinata 
secondo le potenze d’y. In ciò consiste il metodo inverto delle tene, 
detto anche ritorno delle ferie. 

Siccome r andamento del calcolo è presso a poco sempre Io stesso , 
qui si andranno considerando solamente alcuni casi meno complicati. 


847. Sia 

ys=a-t-Ar-+-cjf*-t-rficS4-ea4 4-ec. (I) 

w- y — “ 

Fatto — j— = s , Sara 

* = ec. (2) 

Si ponga 

X = Az "t" ■&* -1“ Cs* -t- Zfe4 "t" ec ; (8) 

si tratterà di determinare le C , D, ec. in funzione di d, e, d, ec. 

Per tale oggetto basterà formare per mezzo della (3) le diverse po- 
tenze iìx e sostituirle nella (2), o pure formare per mesto della (2) 
le diverse potenze di z e sostituirle nella (3) . Nell’ un caso e nell’ al- 
tro si avrà un’identità che si risolve in diverse eguaglianze , le quali 
danno le equazioni sufficienti per determinare i coeflìcienti incogniti. 
Formando le potenze di z e limitandoci ad a4, si ha 

-+-| X» -f- H- Q *4 -t-ec. 

z* = X* -t- ^ x4 ec. 

0 


z4 = X*-I-CC. 


Sostituendo nella (3) si ha 


la quale dà 


Ac „ ^ Ad 2Bc _ . 

Assi, — -+-/fs=0, — 7--4-C=0, 

0 OD 



3Cc ^ 

-t--- — t-Z? = 0, ec 

P 
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Da quatte ricami 
J=t, ^ = - 
t perciò 
<r 


t ae*d 6e> ied I 

T 6* “T' 


ec.i 


ò 

e , /2«* d\ , /Se* Bfd • \ 

= *-T*-*-{tr-Tr-(Tr-F + T> 

errerò , rimettendo per z il suo ralore , 
y— ® * / y— o\ « . 2e»— td /r— o\» . / 

6 ””IV 6 / **■ e» V 6 / ■^V 


|s* + ec. 


bV~; 

Sia per es. 


'Se* — 8 S(d-t-S*e\/y — a \4 

— p — XV) 


w 


X SB^ 9* Jf* 

^r'^'n'^iix'^TTn'^^- 

cbe esprime Io sriluppo 


» /^Ck ^AOV 


ec.; e quindi 

y_l (y-l)« . (»-t)* (»-!)« . 

*“l 2'**3 4*^®’ 

risultamento identico a quello del n” 490 e che rappresenta Io sriluppo 
di l'y. 


548, Sia in secondo luogo Teguagliansa 

ax-t-d**+c**-t-ife4w^ ec, =,dy-t-iBy’-t-Cp*-+-Dy4-f- eo. ; (5) 
in cui ciascun membro è composto di due serie conrergenti che si esten- 
dono fino all’ infinito. Trattasi di esprimere il ralore d* x per metto di 
una serie in y. 

Si faccia 

X =BjUy + At/* -i-Py^ Qj/^-ì- ec. (6) 

sarà 

ar* = MY •+• *MAY ■+■ (2.tfP-+- A*)y* -4- ec. 

x* = ec. (7) 

x4 c= M^y^ -t- ec- 

ec. 

Sostituendo nella (5) i ralori (6) e (7), si arra l'identità 
aMy aNy* -t- aPy^ aQy^ -t- ec. 

bìPy' -t- 2bMNy' -4- d(2J/P-4- N*)y^ -4- re. 
cbPy * ZcM'Ny^ -4- ec. 

-h d.ìlbyb ec. 

-4- Dyi -4- ec. 

^a quale dà 

«,lf =3 À , oA-4- b3I* = B , aP-ì- 2bAIA -4- cdf’ = C , 
oQ-i-b{2 ÌIP -4- A*) -t 3c.M*.y -4- d.m p= D , ec 
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«lalle quali ti ricava 


JU:=-,N^ 

a 


B~*SP 




„ D—‘2b»P—bfl*—3eX*ff—d!ll* 

Q=^ i • 

dove per semplicità si tono lasciali M , N , P, ec. 
Sostituendo questi valori nella (6) , ti ha 

A B-bM» , . C— 2MfJV— eM* , , _ 

in cui M, N , Pi ec. indicano i coefficienti precedenti. 
Sia per et. l’ equazione 

X — — ec. 

. » * * j . 

sarà oe=l, oa-—-, c = -i a = — j,ec. i 

Falle le sostituzioni ti trova 

1 1.3 . 1 . 3.5 , . 1 . 3 . 5.7 , ; 

®=‘2y“*"2.4y "^2.4.6^ '^2.4.6.8^'^*'' 
con legge manifesta. 


S49. Le serie (1) c (5) hanno una forma particolare che non può 
applicarsi se non a quelle che contengono tutte le potenze ascendenti 
d^x. Esse però sono sufficienti a mostrare lo spirito del metodo , e ba- 
stano all’ uopo , tantoppiù che ne’ casi particolari vai quasi sempre me- 
glio ripetere il calcolo che servirsi delle formole generali. 
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Oileri per giudicare se la divisione si può fare esattamente. 

ART. VI. Delle eguaglianze. ...... 22 

Definizioni. — Trasformazioni che possono aver luogo in una 
eRnagliaiiza. — In che modo sì poMono combinar fra loro più 
ei*uaRlianze. 

ART. VII. Delle ineguaglianz» 23 

Definizioni. — Trasformazioni. — Teoremi sulle inegnagliante. 
ART. Vili. Delle frazioni algebriche o lellerali. . . 2S 

Definizioni e osservaiioni sulle frazioni. — Estensione delle re- 
gole del caleolo al easo in cui le letlere rappresentassero numeri 
ìfraziooari. — Moltiplicazione e divisione de’ polinomi i cui teì^ 
mini sono frazionane 

ART. IX. Potenze e radici de' mmomi. . . . , 29 

Regola per 1’ elevazione a potenza , — per l’ estrazione di ra- 
dice. — Condizioni allìnché 1’ estrazione di radice possa aver 
luogo. — Ksprwsioni immaginarie. — Trasformazione di un 
radicale. — Radicali simili. 


ART. X. Calcolo dei radicali arilmtliei . . . , 31 

Riduzione dei radicali simili. — Moltiplicazione e divisione dei 
radicali dello slesso indice. — Elevazione a potenza ed estra- 
zione di radici. — Riduzione de’ radicali d’indice diverso allo 
stesso indice. — Moltiplicazione e divisione dei radicali d* indice 
diverso. — Formule generali che coniprendono tutte le regole 
del calcolo de* radicali. — Frincipio ila cui dipende il calcolo 
dei radicali aritmetici. 


ART. XI. De^li esponenti negativi e frazionari. . . 34 

Significato dell* esponente negativo, — deir esponente zero, — 
dell’esponente frazionario. — Estensione delle regole del cal - 
colo agli esponenti negativi, — e agli esponenti Trazionarì. 

ART . XII. Teoremi tui numeri dipendenti dalla notazione al- 
gebnea ...... ^ ^ ^ 38 

Formola per rappresentare un numero qualunque, — per rap- 
presentare una frazione decimale, e una frazione decimale pe- 
riodica. — ■ Formolc dei numeri pari , ed impari ; dei moltiplici 
di 3 , di 4 , ec .— Numero di cifre che può avere un prodotto 
di più numeri. — Quante cifre ha la radice di un numero. — 
Conversione di una frazione in frazione continua. — Teoremi 
diversi. — Origine e natura delle quantità irrazionali. 

ART. Xlll. Delle quantità irrazionali. .... 42 


Metodo dei limiti. — Estensione delle regole del calcolo alle 
quantità irrazionali. — Formule generali del calcolo algebrico.. 
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ART. XIV. Ettrazioiu delle radici quadrata e cubica dat 
numeri. ^ 

§ I. Eitrazione della radice quadrata. . • . . ni 

Metodo per estrarre la radice quadrata ; — per approssiqpasio- 

coi decimali, — dalle frazioni. — Avvertenze da tenersi 

presenti. — Metodo per abbreviar l’operazione. 

5 II. Ettrazione della radice cubica dai numeri. . . Hi 

Metodo per estrarre la radice cubica; — per approssiuianouci — 
coi decimali ; — dalle frazioni. — Nota intorno al modo di 
facilitare il calcolo numerico^ 

ART. XV. Pròne nazioni sulle variazioni delle grandezze e lui 

loro limiti. ^ 

Ordine con cui si succedono le quantità. — Quantità infinite 
e iufinitesime. — Passaggio di una quantità per zero e per 
r infinito. — Segno che una quantità deve avere nel limite. — 
Diversi simboli d' indeterminazione. 


CAPO II. PBLI.E EQCZZIOWI DEL PBIMO CnZDO. . . . £5 

ART. I. Principi generali tulle equazioni . . . .ivi 

Definizioni. — Significato delle equazioni. — Trasformazioni 
che si possono fare in un’equazione. 

.ART. II. Risoluzione delle equazioni del primo gi-ado a una 

incognita 65 

Operazioni da farsi per risolvere un’equazione del primo grado. 

ART. III. Problemi del primo grado a una incognita . . Ufi 

Come si mette un problema in equazione. — Problemi. 

ART. IV. Equazioni del primo grado a più incognite . . 711 

Diversi metodi di eliminazione. — Esempi. — Considerazioni 
sui casi in cui il numero delle incognite è maggiore o minoro 
del numero delle equazioni^ 

ART. V. Problemi del primo grado a più incognite . . 

Come si mettono in equazione. — Problemi. 

ART. VI. Risultamenli tingolari a* quali si può pervenire nel 
risolver le equazioni del primo grado a una o più inco~ 
gnite. ........ : . 2S 

In che modo si mostra l’ assurdo e l’ indeterminazione. 


ART. VII. Formole generali per la risoluzione delle equazioni 
del primo grado a più incognite. . . . . 8J 

Metodo di Bezout. — Regola per comporre i valori delle in- 
cognite . — Dimostrazione di questa regola . — Considerazioni 
diverse. 


ART. Vili. Osservazioni intorno ai valori delle incognite, e 
discussione delle formole che li rappresentano. I T 83 

Qualunque sia la forma sotto la quale si presenta il valor 
dell' incognita , esso deve soddisfare all' equazione. — Intcrpe^ 
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traxione delle forme singolari che può assumere il valor del- 
l'inongaila. — Qualunque sia il valore che si ottiene per le 
incognite , le operazioni fatte per risolver l’ equazione sono 
legittime. — Discussione delle formole generali nei casi più 
semplid . — Esame del caso in cui mancano i termini noti 
nelle equazioni. 

ART. IX. Interpetrazime de calori delle incognite ne' problem i 

del primo grado . . 96 

Quali valori delle incognite soddisfano al problema. Inler - 
petrazione de^ valori frazionari, — de' valori negativi. — Come 
si corregge I’ enunciato del problema quando l’ incognita dà un 

valor negativo. —Interpretazione deVisultamentix = 0, a;=Sj^» 

— Considerazioni sui vantaggi che arrecano le lettere e i segni. 

— Problemi da risolversi per esercizio. 

CAPO 111, EpCAZIOM DEL SECOWnO CBAPO , K TZOKICHB ArrCTI . 107 
ART. I. Risoluzione delle ejuazioni del secondo grado. . ivi 
Equazióni incomplete, — complete. — Regola per aver le radi- 
ci. — Un’equazione del secondo grado ammette sempre due 
radici. — La somma delle radici è eguale al cocOlciente del 
secondo termine col segno cambialo, e il prodotto delle radici 
è uguale all’ ultimo termine. — Uso di questa relazione per 
r eliminazione. 

ART. 11. Discussione delle radici delle equazioni del secondo 
grado. ■ . . . . . T 110 

Come si determina la n.itura delle radici dai segni e dal va- 
lore dei coefficienti. — Valori s ngolari drlle radici. — Segno 
che deve avere l’ infinito. 

ART. Ili Jnterpelraziuiie dei calori dell' incognite nei problemi 
del secondo grado. . . . ... 1 14 

Quando un valore positivo risolve il problema. — Significalo 
dei valori negativi. — Valori immaginari. — Il prodotto delle 
due parti di un numero è massimo quando lo due parti souo 
eguali. — Problema dei lom\ 

ART. IV. Della forma delle radici immaginarie del secondo 
grado. . . . . . . 12J 

Quale forma assumono le radici immaginarie. — Radici im- 
maginarie conjugate.— In che consiste r assurdo espresso dalle 
radici immaginarie. 

ART. V. Alcune proprietà dei trinomi del secondo grado . 129 

Scomposizione dei trinomi in due fattori del primo grado. — 
Risultamenti che si ottengono quando si danno ad x diversi 
valori. — Inequazioni del secondo grado, — Massimi o mi- 
mmi de’ trinomi del secondo grado. 

ART. VI. Considerazioni sul calcolo delle espressioni mmagi- 
norie del secondo grado. . . . . ~ . 128 

Idea che deve attribuirsi alle operazioni fatte sulle espressioni 
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imiDagioartc del secondo grado. — Poterne di I/Z17 — Addi* ' 

zione , sottrazione e moltiplicazione di due espressioni imma- 
ginarie. — La somma e il prodotto di due espressioni imma- 
ginarie conjugatc è una quantità reale, la differenza è imma- 
ginaria. — Quoziente di due espressioni immaginarie, — Po- 
tenze e radici. — Modulo. — Teoremi relativi ai moduli. 

ART. VII. Dei dicerti coti in cui un' eguaglianza ti risolve in 
più eguaglianze . . . . . . .ISO 

Casi ne’ quali ha luogo la risoluzione di una eguaglianza in più 
eguaglianze. — Le equazioni fanno eccezione. — Applicazioni. 

CAPO IV. Eleviziohb a poteuza e estiuzioice deue radici da' 
POLINOMI. . . . . . . . .185 

ART. I. Formala del binomio di Newton. ■ ivi 

§. I. Delle disposizioni , permutazioni e combinazioni . . ivi 

Defìnlzioni. — Formole generali che danno il numero delle 
disposizioni , delle permutazioni o delle comhinazioni . — Come 
si combinano m lettere a n a n. — Il numero delle comhi- 
nazioni di m lettere a n a n è uguale a quello a m — no m — n. 

— Il prodotto di n numeri consecutivi c divisibile per lo pro- 
dotto de’ primi n numeri. * 

§. II. Formazione del prodotto di m fattori binomi della forma 
I -t- a, I -t-b, X -t- c, ec. ...... 188 

Come si forma questo prodotto dietro le condizioni cui deve 
soddisfare. 

$. 111. Formala del binomio di Newton , . . lAO 

Come si trova la Ibrmola del binomio. — Termine generale. 
Dipendenza di un termine da quello che lo precede. — 

I codlicienti de’ termini ad egual distanza dagli estremi sono 
eguali. — iiviliippo di a"-|-o in serie ordin^ala secondo le 
potenze di ( a -\- b ). — Formola che dà lo sviinppo di 
(a -I- quando m è intero. 

ART. 11. Elevazione a potenza di un polinonùo . 143 

Come si applica la formola del binomio per elevare a potenza 
un polinomio. — Termine generale. , 

ÀRT. III. Estrazione delle radici di qualunque grado da’ nu- 
meri e da' polinomi. .... . ~ 145 

$. I. Estrazione delle radici dei numeri . . ^ . ivi 

§. 11. Estrazione delle radici da’ polinomi. L4fi 

Radice quadrata. — Radice di qualunque grado. — Esempio. 

CAPO V. ZOUIDIPPERE.NZE E PROPORZIONI — - PROGRESSIONI — LO - 
GARITMI. .......... 149 

ART. I. Delf eguidljjferenza e della proporzione. . .ivi 
Definizioni. — Proprietà diverse dell’ equidifferenza. — Proprietà 
diverse della proporzione. — Se si hanno diverse frazioni eguali, 
da esse si possono comporre molle altre frazioni eguali a cia- 
scuna delle date. , 
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ART. 11. Pngr«uio»i ptr differtnza. . . . is.l 

Definiiioni. «— Termine generala. — Somma di n termini. 

ART. III. Dtlle progrettùmi per quoziente. . . IBS 

Definiiioni. •— Termine generale. Somma di w termini. 

ART. IV. Teoremi $uUe quantità eMponennali. . 158 

Limite delle poterne dei numeri maft^iori di 1,— dei numeri 
minori di 1 , — delle redici dei numeri. — Teoremi riguardanti 
le variaiìonì degli etponenxiali. 

ART. V. Somma dtUt progretnmd per quoziente deeretemli. 162 

Formola che dà la detta lomma- — Somma delle frationi de - 
cimali periodiche. 

ART. VI. Dei logartlfni ....... ISA 

$. I. Origine dei logaritmi e loro proprietà generali . ivi 

Origine dei logaritmi. — Proprietà generali. — Applicaiione 
alle formolo algebriche. — Altre proprietà generali. — Melodi 
aeguiti nella formaiione delle prime tavole. — Logaritmi ne- 
periani e ordinari. — Modulo dei logaritmi ordinari. 

§. II. Proprietà dd logaritmi ordinati ed uto delle tavole . 170 
Proprietà dei logaritmi ordinari. — Come ai fiwa la caratte- 
riitica. — Come ai evita la caratteristica negativa. — Come si 
evitano i logaritmi negativi. — Regola da tenergi intorno al 
numero delle diecine da toglierti nel risultamento finale. — 
Regola da seguirti nelle poterne e nelle radici delle frazioni 
decimali. — Come ai calcolano coi logaritmi le formolo ov’en- 
^no fattori negativi. — UaservMioni sull’ wo delle tavole. — 

Come ai cerca fa parte proponionale. — Di un numero che 
non si trova nelle tavole trovarne il logaritmo e il complemento 
aritmetico del logaritmo. — Dato un logaritmo che non ai trova 
nelle tavole , trovare il numero corria^ndentc. 

ART. VII. Proòlemi intereue eonymto. , 179 

Natura di questi problemi. — Due problemi generali. — 
Applicaiione ad un esempio. 

CAPO VI. FKiiioi» coitrmoa. — awamw ntniTnwimTA pel paino 
OBADO. ......... 181 

ART. I. Frosionieon/tnue ivi 

Origine delle fraiioni continue. — Applicazione a una frazio- 
ne ordinaria , — ad un radicale quadrato , — ad un esponen- 
ziale.- Come si trovano le ridotte.— Proprietà delle ridotte.- 


Applicazione ad un problema del calendario. 

ART. 11. Analisi indeterminata del primo grado. . 189 

Oggetto dell’analisi indeterminata. 

§. I. Rùoluzione di un’ equazione del pròno grado fra due in- 
cognite. . 190 


Primo metodo per la risoluzione di un* equazione fra due 
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{ncogniie. ~ Metodo di La^ange per meuo delle frazioni 
continue. — Formole generali. 

§ . Il . Risoiuztone di un' equazione del primo grado tra più 
meoffnite « . • . I9C 

j. III. Risoluzione dì molte equazioni Jel primo ffrado fra un 
tmmero d' incognite maggiore del numero delle egiiaziaii, 197 

PARTE SECONDA 

TEORICA E RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI. 

CltNSintHAZlONI PHELlMtMKl . . , , . . . IM 

Che forma assume un’equazione che non contiene radicali.-— 

Che s' intende per radice. — Che cosa sono le liinzioni ; c loro 
diverse specie. — Diverse specie di equazioni , c modo compen - 
dioso per rappresentarle. 

CAPO I. Prqphieta’ azLLR Fi.xzioia iwtere . . . . 2111 

ART. I. Fariazioni delle funzioni intere . . . .ivi 

Variazione che riceve un polinomio quando si fa variare la 
variabile. — Derivate. — Teoremi intorno ai risultamenti che 
si ottengono facendo variare a; — Continuità delle funzioni in- 
tere. 

ART. II. Seompotizione dd polinomi in fattori del primo grado. 2Ù1 

Resto della divisione di un polinomio per un binomio del primo 
grado. — Relazioni tra i coefficienti del dividendo e quelli del 
divisore. — Teoremi relativi alla scomposizione di un polinomio 
in fattori del primo grado. — ^ suddetta acomp^iione non si 
può fare che in una sola maniera. — Se un polinomio a coef- 
ficienti reali è divisibile per sarà anche divisi - 

bile per ar— ii. Il calcolo delle espressioni immagina - 
rie è una conscOTenza necessaria delle regole fissate pel cal - 
colo delle quanutà reali. 

ART. 111. Ricerca del massimo comun divisore fra due polinomi. 212 

Fattori primi. — Proprietà sulla quale ò fondato il metodo. — 
Pratica. — Caso in cui il massimo comun divisore contenga an- 
che fattori indipendenti dalla lettera principale. 

CAPO II. Proprietà’ casnxu delle eqoaziohi . . .215 

ART. .1. Teoremi sull’esistenza delle radici. . . .ivi 

Due numeri che sostituiti in un’equazione in luogo d'x donno 
risultamenti di segno contrario , debbono comprendere almeno 
una radice, e viceversa. — Ogni equazione di grado impari ha 
necessariamente una radice reale di segno contrario a quello 
dell'ultimo termine. — Ogni equazione di grado pari con l’ul- 
timo termine negativo ha almeno due radici reali. — Ogni equa- 
zione ammette necessariamente una radice, o reale o immagina- 
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ria. — Un’ equazione che ammette sole radici immaginarie , per 
qualunque valore d'x dà sempre risultamenti positivi. — Ogni 
«■quaxione ammette tante radici quanto è il suo grado. — Ogni 
equazione a coefficienti reali si può scomporre in fattori reali o 
del primo o del secondo grado. 

AllT. II. Relaziotii fra le radici e i coefficienti di un' equazione. 221 
Relazioni fra i coefficienti e le radici di un’equazione e conse- 
guenze che ne risultano. — Mediante queste relazioni, date 
le radici sì possono trovare i coefficienti ; ma dati i coefficienti, 
la ricerca delle radici conduce ad un’equazione identica alla 
proposta. — Uso di tali relazioni per l' eliminazione. — Metodo 
particolare di eliminazione per m equazioni del primo grado fra 
•iltreltante incognite , allorché i coefficienti sono le potenze di 
una stessa quantità. 

CAPO 111. Dell* gnMiMAMOnz uellz ittcocniT» dalle EOtuziowi 
ni cazuo scrEnioaz al pbimo . . , . . . 225 

Qual è la forma sotto la quale si presentano le equazioni con - 

lenenti due o più incognite. —In che consiste l' eliminazione. — 

1" Metodo’, che riducesi ad elìmlbare n — • 1 incognite fra n 
equazioni del primo grado.— 2" Metodo, che sì riduce ad elimi - 
nare I quantità fra tn-j-n equazioni del primo gra- 

ilo. — 3" Metodo, l'ondato sul massimo comun divisore~— 

4° Metodo, dipendente dalle funzioni simmetriche.— Esempio.— 
Oszervazioni. 

CAPO IV. TRAsroEMAZioyr pelle eqpazio.m. Applicazioni . 233 
Che s’intende per trasformazione. 

AKT. I. Principali tratformazioni delle equazioni. . ■ ivi 

Trasformare un equazione in un’altra le cui radici abbiano con 
quelle della proposta una differenza costante. - Trasformare 
un’ equazione in un’ altra le cui radici sicno moltiplici di quelle 
della proposta. —Trasformare un’equazione in un’altra le cui 
radici sieno di segno contrario , — le cui radici sieno le inverse. 

■ART. 11. Principali applicazioni delle trasformazioni . 237 

Trasformare un’ equazione data in un’ altra che manchi del se - 
condo termine. -Liberare un’equazione dal coelficìenlc del - 
primo termine senza che gli altri termini acquistino coefficiente 
I razionano . — Kquazionì alle differenze e ai quadrati delle dif- 
ferenze. 

CAPO V. EquazioKi bikomie e trieomie. 241 

ART. I. Equazione binomio . . . . . ivi 

La risoluzione delle equazioni binomio dipende da quelle equa- 
zioni binomie che hanno per termine noto Natura delle 
radici dell’unità. — Ricerca delle radici di ^ 1 pe’ primi gra- 
di. — Valori diversi di un radicale. — Teoremi sulle radici del- 
r unità. — Radici primitive. 

ART. Il Equazioni Irinomie . . . . 24fi 

Risoluzione. — Esempio, — Problema generale. 
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ART, ni. Orurfaaont mi eoleolo de’ radicali algeiriei, . 248 

(^ali trasfonlaazioni possono aver luogo ne’ radicali , quando 
VI si considerano tutte le deierminaiioni.— Avvertenaa da usarsi 
nel calcolo' de’ radicali immaginari. 

CAPO VI. Limiti pbixb bamci peim gQOAziowi . . . 2Sl 

Diversi metodi per trovare il limite superiore delle radici po« 
sitive. — Limite delle radici neg ative. •— Limite inferiore. 

CAPO VII. Abb assamento delle e qdaziom . . 2S6 

ART. I. Ricerca dei /attori razionali del primo grado . . ivi 

Teorema. —Ricerca delle radici razionali. —Metodo di Newton 
per trovare i divisori razionali del primo grado , — Metodo 
dello stesso autore per trovare i divisori razionali del secondo 
grado. 

ART. II. Ricerca delle radici eguali, o dei fattori razionali 

molliplici 2fii 

Condizioni aflìncfaè un’ equazione abbia fattori moltiplici — Gra- 
do di moltiplicità nelle derivate. — Metodo per trovare i fat- 
tori molliplici — La risoluzione di un’equazione che contiene 
fattori moltiplici si può riportare alla risoluzione di un certo 
numero dì equazioni contencAti fattori semplici. 

ART. Ili . Ricerca de' fattori binomi del tecondo grado , ovvero 
delle radici eguali e di segno contrariò . . . . 268 

In che consiste il metodo. — Esempio. 

ART. IV. Equazioni reciproche. ..... 27S 

Forma alla quale si riducono. — Risoluzione. — Applicazione 
alle equazioni binomie. 

CAPO Vili. SEPARlZIOnE DELLE nADlCl. .... 223 

In che consiste la separazione delle radici.— Teorema di Sturra.- 
Osservazioni per abbreviare il calcolo. — Le radici reali di un’e- 
quazione disposte per ordine di grandezza servono di limite alle 
radici della derivala. — Condizioni aflìochò un’ equazione abbia 
tutte le radici reali. — Teorema di Cartesio , e conseguenze 
che ne risultano. — Teorema di Fourier. — Ricerca di un nu- 
mero minore della minima differenza fra le radici reali. — 
Conosciuta questa minima differenza , il teorema di Fourier è 
sufficiente per separar le radici. 

C.APO IX. Calcolo delle badici irhazio^ali 

Come si restringono i limiti delle radici. 

ART. I. Metodo di Newton. . . ~ . 

In che consiste il metodo. — In quale caso riesce fallace 

ART. II. Metodo di Lagrange ...... 393 

Esposizione del metodo. — Estensione del metodo al caso in 
cui i due liiuiii comprendono più radici. 


. ^ 
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CAPO X. Risoicnoira dille iQcizioin del tebxo b quaeto 

GIUDO . . . . . 397 


ART. I. 


Tragforvìaaone della funzione 


[/a+\/r 


« 


Condizioni affinché quella espreMione si possa Irasrormare. — 
Caso in cui l’esponente è pari. — Estensione del metodo allo 
espressioni immaginarie. 

ART. II. Risoluzione generale delle equazioni del terzo grado. 

Metodo di risoluzione. — Ridotta. — Espressione generale della 
radice. — Discussione delle radici. Caso irriducibile. 


ivi 


301 


ART. III. Risoluzione delle equazioni del quarto grado. . 804 

Metodo di risoluzione. — Ridotta. —Discussione delle radici.— 

Altro metodo di risoluzione per mezzo della scomposizione in 
due fattori del secondo grado. 

ART. IV. Delle equationi che ammettono una radice della stessa 
forma di quelle del terzo grado ..... 307 

Formolo generale che comprende tutte le equazioni che han- 
no una radice della stessa forma di quelle del terzo grado.— 

Caso irriducibile. — Espressione generale della radice. — Eli- 
minazione de’ radicali da un’equazione. 

CAPO XI. Delle rcirzioM sixmetbiciie delle nADia delle 
EQUAZIONI. . . . . . . . . .311 

Che s’intende per funzione simmetrica. — Teoremi diversi.- 
Metodo per trovar il valore delle funzioni simmetriche.— Ap- 
plicazione allo trasformazioni. 


PiRTI TERZi 

DELLE SERIE. 


Nozioni raELiwiNABi. liZ 

Definizioni — che s’ intende per termine generale e per somma. 

CAPO 1. De’ cabattem che assiccbano la convebcenza delle 
SERIE . . 319 

Serie che hanno i segni alternali. — Serie che hanno tutti i 
termini positivi. — Serie ordinate secondo le potenze ascen- 
denti della variabile. — Grado di approssimazione. 

CAPO li. Sviluppo delle funzioni binomie , esponenziali , e 
LOGARITMICHE ........ 324 

ART. I. Metodo de' eoejjicienti indeterminati. . . .ili 

ART. II. Formola del binomio di Newton per un qualunque 
esponente reale ...... 32S 

Dimostrazione della formola del binomio |)cr un qu.ilunque 
esponente reale. — Applic.vzioiie all' estrazione delle radici dai 
numeri. 
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